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यथाा  शि�खाा  मयूूरााणाा,  नाागाानांं  मणयोो  यथाा । 

तद्वद् ्  वेदेााङ्गशाास्त्रााणांं   गणि�तंं   मूूर्धधनि�   संंस्थि�तम्् ॥ 

(महर्षि�ि लगध कृृत ‘वेदेांंग ज्योोति�ष’)

जैैसेे मोोरोंं � मंें शि�खाा और नाागोंं � मंें मणि� काा स्थाान सबसेे ऊपर हैै, 

वैैसेे हीी सभीी वेेदां �ंग और शाास्त्रोंं� मंें गणि�त काा स्थाान सबसेे ऊपर हैै।

Just as the crest on the heads of peacocks and the  gems 
on the heads of serpents is in the highest position, 

in the same way the place of mathematics in the 
Vedangashastras is at the top.
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परि�चय
	 क्षेते्रमि�ति� शब्द काा शााब्दि�क अर्थथ हैै 'माापनाा'। यह गणि�त कीी एक शााखाा हैै जोो 

वि�भि�न्न ज्याामि�तीीय आकृृति�योंं� केे परि�मााप, के्षेत्रफल और आयतन केे माापन सेे 
संं बंंधि �त हैै।

	 माापन कोो नि�म्नलि�खि�त भाागोंं� मेंं वि�भााजि�त कि�याा गयाा हैै।
	 (i)	 शूून्य - आयाामीी आकृृति�
	 (ii)	 एक - आयाामीी आकृृति�
	 (iii)	 दोो - आयाामीी आकृृति�
	 (iv)	 त्रि� - आयाामीी आकृृति�

शूून्य - आयाामीी आकृृति�

	• शूून्य आयाामीी आकृृति� एक बिं�ंदु ुहैै जि�सकाा
	 - कोोई लंंबा ाई नहींं �, कोोई चौौड़ााई नहींं �, कोोई ऊंंचा ाई नहींं �।

	• दूसूरे शब्दोंं� मंें, एक बिं�ंदु ुएक आयाामहीीन वस्तुु हैै जोो स्थाान मेंं एक सटीीक 
स्थाान कोो दर्शाा�ताा हैै।

एक-आयाामीी क्षेेत्रमि�ति� (1D)

	 इसमें उन आकृृति�योंं� काा माापन शाामि�ल हैै जि�नकाा केेवल एक आयााम हैै, जोो 
कि� लंंबा ाई हैै।

	• रेखेाःः� दोोनोंं� दि�शााओं ंमंें अनंंत तक फैैलीी एक सीीधीी राास्ताा हैै इसकाा मााप इसकीी 
लंब ाई है।

	• रेखेााखंंड: रेेखाा काा वह भााग जि�सके अलग-अलग अंंत बिं�ंदु ुहोोतेे हंैं। इसकाा 
माप अंत बिंदओुं के बीच की दरूी (लंब ाई) है।

	• कि�रणःः रेेखाा काा वह भााग जोो एक बिं�ंदु ुसेे शुुरू होोकर एक दि�शाा मेंं अनंंत तक 
वि�स्ताारि�त होोताा हैै। इसकाा मााप इसकीी लंंबा ाई हैै।

+	एक आयााम

	

द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति� (2D)

	• इसमें समतल आकृृति�योंं� काा माापन शाामि�ल हैै, जि�नके दोो आयााम हंैं - लंंबा ाई 
और चौौड़ााई (चौौड़ााई)। येे आकृृति�याँँ�  समतल मेंं स्थि�त होोतीी हंैं। द्वि�वि�मीीय 
क्षेेत्रमि�ति� मंें मुुख्य माापन मेंं शाामि�ल हंैं।

	• द्वि�-आयाामीी माापन मंें हम द्वि�-आयाामीी आकृृति�योंं� (समतल आकृृति�योंं�) काा 
अध्ययन करेंगेे, जैैसेे त्रि�भुुज, चतुुर्भुु�ज, बहुभुुज, वृृत्त आदि�।

	• परि�धि�: परि�धि� कोो कि�सीी आकृृति� कोो 
घेरेनेे वाालेे पथ याा सीीमाा केे रूप मेंं 
परि�भााषि�त कि�याा जाा सकताा हैै। इसेे 
कि�सीी आकृृति� कीी प्राारूप कीी लंंबा ाई केे 
रूप मेंं भीी परि�भााषि�त कि�याा जाा सकताा 
हैै।

	• क्षेेत्रफल: क्षेेत्रफल कोो कि�सीी सपााट 
	 आकृृति� याा कि�सीी वस्तुु कीी सतह द्वााराा 

घेेरेे गए स्थाान केे रूप मेंं परि�भााषि�त 
कि�याा जाा सकताा हैै। कि�सीी आकृृति� 
काा क्षेेत्रफल इकााई वर्गोंं कीी संंख्याा हैै 
जोो कि�सीी बंंद  आकृृति� कीी सतह कोो  
घेरेताा हंैं। क्षेेत्रफल कोो वर्गग इकााइयोंं� जैैसेे वर्गग संेंटीीमीीटर, वर्गग मीीटर आदि� मेंं 
माापाा जााताा हैै।

+	दोो आयााम

	

	• यदि� 2D आकृृति� कीी प्रत्येेक संं गत लंंबा ाई कोो k सेे गुुणाा कि�याा जााए तोो नयाा 
परि�मााप P' होोगाा।

	 P' = k × P

	• यदि� 2D आकृृति� कीी प्रत्येेक संं गत लंंबा ाई कोो k सेे गुुणाा कि�याा जााए तोो नयाा 
क्षेेत्र A' होोगाा। 

	 A' =  k × लंंबााई × k × चौौड़ााई 
	 ⇒ A' = k2 (लंंबा ाई × चौौड़ााई)
	 ⇒ A' = k2 × A 

त्रि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति� (3D)
	 त्रि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति� मेंं हम घन, घनााभ, बेेलन, शंंकु , छि�न्नक, गोोलाा, अर्धधगोोलाा, 

प्रि�ज्म, पि�राामि�ड आदि� त्रि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति� आकृृति�योंं� काा अध्ययन करेंगेे।
+	तीीन आयााम

द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�02
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द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

त्रि�भुुज
समबााहु त्रि�भुुज

समबााहु त्रि�भुजु वह त्रि�भुजु हैै जि�समें ंतीीन भुजुााएँँ  
बरााबर लंंबााई कीी होोतीी हंैं तथाा सभीी आंंतरि�क कोोण 
60° होोते ेहैै। 

	• परि�मााप = 3a

	• अर्द्धध परि�मााप (s) = 3a
2

	• ऊंंचा ाई (h) = 3a
2

	• क्षेेत्रफल = 
3
4
a = h

3
2

2

	• अंंतःः  त्रि�ज्याा (r) = 
a h
2 3 3

=

	• अंंतःः  वृृत्त काा क्षेेत्रफल = πa2

12

	• परि�-त्रि�ज्याा (R) = 
a
3

	• परि�वृृत्त काा क्षेेत्रफल = πa2

3

	•  = 1
2

	•  = 1
4

	• r : a : R काा अनुुपाात = 1 :2 3 : 2

	

Ex.	एक समबााहु त्रि�भुज कीी प्रत्येेक भुुजाा कीी लंंबा ाई 22 सेेमीी हैै। इस त्रि�भुुज काा 
क्षेेत्रफल (सेेमीी मेंं2) ज्ञाात कीीजि�ए।

समबााहु त्रि�भुज काा क्षेेत्रफल =
3
4

2a

	 = 
3
4

×22 × 22 = 121 3 सेमेीी²

	

Ex.	एक समबााहु त्रि�भुज कीी ऊँँचा ाई 3 3  सेमेीी हैै। इसकाा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

 समबााहु ∆ कीी ऊँँचा ाई = 3
2

a  ⇒ 3
3 3 =

2
a 

	 ⇒ a = 6

	 ∴ समबााहु ∆ काा क्षेेत्रफल = 3
4

a² = 3
4

× 36 = 9 3 सेेमीी²

	
∴ समबााहु ∆ काा क्षेेत्रफल = h²

3
= (3 3)²

3
 = 27

3
 = 9 3 सेेमीी²

Ex.	एक समबााहु त्रि�भुज कीी ऊंंचा ाई 12 5  सेमेीी हैै, तोो परि�वृृत्त और अन्तःः वृृत्त केे 
क्षेेत्रफलोंं� केे बीीच अंंतर ज्ञाात कीीजि�ए?

समबााहु त्रि�भुज कीी ऊँँचा ाई = 3a
2

	 ⇒ 
3 24 5a 12 5 a
2 3

= ⇒ =

	 परि�वृृत्त और अन्तःः वृृत्त केे क्षेेत्रफल मेंं अंंतर

	 = πa2
1 1–
3 12

 
 
 

= π × 576 5 1
3 4
×

× = 240π सेेमीी²
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द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

+	यदि� P1, P2 तथाा P3 एक समबााहु त्रि�भुज केे अन्दर स्थि�त एक बिं�ंदु ुसेे 
उसकीी भुुजााओं ंपर खींं �चेे गए लंंबोंं � कीी लंंबा ाइयाँँ�  हंैं, तोो

	 (a) 	 P1 + P2 + P3 = 3
2
a  = h (ऊँँचा ाई),	

	a = 
2
3

 (P1 + P2 + P3)

	 (b)	 समबााहु त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल

		  =  
P P P1 2 3

2

3
� �� �

Ex.	 'P' एक समबााहु त्रि�भुुज केे अंंदर स्थि�त बिं�ंदु ुहैै और यदि� 'P' सेे त्रि�भुज कीी 
प्रत्येेक भुुजाा पर खींं �चेे गए लंंबोंं � कीी लंंबा ाई 2 सेेमीी, 3 सेेमीी और 4 सेमेीी हैै। 
समबााहु त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

समबााहु त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल = 
P P P1 2 3

2

3
� �� �

	  = 
9
3

27 3
2� �
� सेेमीी²

+	यदि� कि�सीी समबााहु त्रि�भुुज कीी प्रत्येेक भुुजाा कीी लंंबा ाई मेंं x कीी वृृद्धि� कीी जााए 
तोो क्षेेत्रफल मंें y कीी वृृद्धि� होो जाातीी हैै

	 ∴ 3
4

3
4

2( ) ²a a y� � �x

	 जहाँँ�  y = x2 + 2ax

+	एक समबााहु त्रि�भुुज मंें, अलग-अलग त्रि�ज्यााओं ंवाालेे दोो वृृत्त त्रि�भुुज केे अंंदर 
रखेे जाातेे हंैं, तोो

	 	                        

+	यदि� 3 गाायोंं� कोो 'a' सेेमीी भुुजाा वाालेे एक समबााहु
	 त्रि�भुुजााकाार खेेत केे प्रत्येेक कोोनेे पर r1, r2 

और r3 सेेमीी लंंबा ाई कीी रस्सि�योंं� सेे बाँँ�धाा गयाा 
हैै, तोो

	 गाायोंं� द्वााराा चरे जाानेे वाालेे भााग काा क्षेेत्रफल
= (r + r + r )1

2
2
2

3
2π

6
	 गाायोंं� द्वााराा न चरे जाानेे वाालेे भााग काा क्षेेत्रफल

	
= 3

4 6

2a (r + r + r )1
2

2
2

3
2�

�

Ex.	यदि� 3 गाायोंं� कोो एक समबााहु त्रि�भुुजााकाार मैैदाान केे प्रत्येेक कोोनेे पर 7 सेेमीी 

लम्बीी रस्सीी सेे बाँँ�धाा गयाा हैै, तोो गाायोंं� द्वााराा चरे वाालेे भााग काा कुुल क्षेेत्रफल 
ज्ञाात करें।

गाायोंं� द्वााराा चरे जाानेे वाालाा क्षेेत्र = (r + r + r )1
2

2
2

3
2π

6

	 = 
22
7 6

7 7 72 2 2


  ( )  = 22

42
×147  

	 = 77 सेेमीी2 

वि�षमबााहु त्रि�भुुज

वि�षमबााहु त्रि�भुुज एक त्रि�भुज हैै जि�समें तीीन असमाान भुुजााएँँ  और तीीन असमाान 
कोोण होोतेे हंैं

	• परि�मााप = a + b + c

	• अर्द्धध परि�मााप (s) = a + b + c
2

	• क्षेेत्रफल : त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल ∆ चि�ह्न द्वााराा 
दर्शाा�याा जााताा हैै।

     क्षेेत्रफल = s(s - a)(s - b)(s - c)

	• अंंत: त्रि�ज्याा (r)  = s
∆

	• परि�-त्रि�ज्याा (R) = abc
4∆

 

Ex.	एक त्रि�भुुज कीी भुुजााओं ंकीी लंंबा ाई 5 सेेमीी, 7 सेेमीी और 10 सेेमीी हैै। त्रि�भुुज 
काा क्षेेत्रफल (सेेमीी2 मेंं) ज्ञाात कीीजि�ए।

	 अर्द्धध परि�मााप (s) = a b c
2

+ +  = 5 7 10
2

+ + = 11

	 हीीरोोन केे सूूत्र सेे,

	 त्रि�भुज काा क्षेेत्रफल = s(s – a)(s – b)(s – c)

	 = 11(11 – 5)(11 – 7)(11 –10)

	 = 11 6 4 1 2 66× × × = सेेमीी2

Ex.	एक त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल 15 वर्गग सेमेीी हैै और उसके अन्तःः वृृत्त कीी त्रि�ज्याा 3 
सेमेीी हैै। इसकाा परि�मााप बरााबर हैै:

15 = 3 × s ⇒ s = 5 सेमेीी
	 ∴ परि�मााप = 5 × 2 = 10 सेेमीी

+	 वि�शेेष स्थि�ति� जब भुुजााएँँ 13, 14, 15 होंं

Ex.	एक त्रि�भुज केे लि�ए जि�सकीी भुुजााएँँ  13 सेमेीी, 14 सेेमीी, 15 सेेमीी हंैं। 

	 (i)	 त्रि�भुज काा क्षेेत्रफल
	 (ii)	 त्रि�भुज कीी अंंतःः त्रि�ज्याा

	 अर्द्धध-परि�मााप (s) = 13 14 15
2

+ + = 21सेमेीी

	 (i)	 त्रि�भुज काा क्षेेत्रफल

	 = 21(21 – 13)(21 –14)(21 –15)

	 = 21 8 7 6× × ×  = 7 3 8 7 6× × × ×

	 = 7 × 12 = 84 सेेमीी2

	 (ii)	 अंंत: त्रि�ज्याा (r)  = s
∆  = 84

21
 = 4

+	क्षेेत्रफल = 1
2

 × भुुजाा × संं गत ऊँँचा ाई

	 ∆ = 1
2

 × BC × AD = 1
2

 × AC × BE = 1
2

 × AB × CF

	 ∴ ah1 =  bh2 = ch3 = (स्थि�र)

∴ a : b : c =  
1 2 3

1 1 1: :
h h h

F

E

A

DB Ca

b

c h
1

h
2

h
3
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द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

+	जब कि�सीी त्रि�भुुज कीी दोो भुुजााएँँ  तथाा उनके बीीच काा 
कोोण दि�याा होो, तोो,

	 	

+	दोो दीी गई भुुजााओं ं वाालेे त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल 
अधि�कतम होोगाा यदि� येे दोोनोंं� भुुजााएँँ  एक दूसूरे केे 
समकोोण पर स्थि�त होंं�।

	 यदि� a, b त्रि�भुुज कीी दोो भुुजााएँँ  हंैं तोो अधि�कतम 

क्षेेत्रफल 1= ab
2

+	 त्रि�भुुज कीी भुुजााओं ंकेे मध्य-बिं�ंदुओुं ंकोो मि�लाानेे सेे जोो त्रि�भुज बनताा हैै, उसकाा 
परि�मााप मूूल त्रि�भुुज केे परि�मााप काा आधाा तथाा उसकाा क्षेेत्रफल मूूल त्रि�भुज 
केे क्षेेत्रफल काा एक-चौौथााई होोताा हैै।

	 यदि� P, Q और R क्रमशःः  भुुजााएँँ  
AB, BC और AC, केे मध्य-बिं�ंदु ुहोंं�, तोो

		 (a)	 ∆PQR काा परि�मााप 
		  = 1

2
 × ∆ABC काा परि�मााप

	 (b)	 यदि� ∆ABC काा क्षेेत्रफल ∆ हैै, तोो
		
	 	 ∆PQR काा क्षेेत्रफल =

4


+	माान लीीजि�ए ∆ABC कीी भुुजााओं ंकेे मध्य-बिं�ंदुओुं ंकोो मि�लााकर एक त्रि�भुज 
PQR बनाायाा जााताा हैै, फि�र ∆PQR कीी भुुजााओं ंकेे मध्य-बिं�ंदुओुं ंकोो मि�लााकर 
एक ∆XYZ बनाायाा जााताा हैै, यदि� यह प्रक्रि�याा अनंंत तक जाारीी रहतीी हैै, तोो

	 (a)	 सभीी त्रि�भुुजोंं� काा क्षेेत्रफल 

		  = 4
3
× ∆ABC काा क्षेेत्रफल

	 (b)	 सभीी त्रि�भुुजोंं� काा परि�मााप
	 	 = 2 × ∆ABC काा परि�मााप

Ex.	एक इकााई लंंबा ाई कीी भुुजाा वाालेे एक समबााहु त्रि�भुज पर वि�चाार करें। एक 
समबााहु त्रि�भुुज केे मध्य-बिं�ंदुओुं ंकोो मि�लााकर एक नयाा समबााहु त्रि�भुुज बनाायाा 
जााताा हैै, फि�र दूसूरे समबााहु त्रि�भुज केे मध्य-बिं�ंदु ुकोो मि�लााकर एक तीीसराा 
समबााहु त्रि�भुुज बनाायाा जााताा हैै। यह प्रक्रि�याा जाारीी रहतीी हैै। इस प्रकाार बनेे 
सभीी त्रि�भुुजोंं� काा परि�मााप हैै:

सभीी परि�माापोंं� काा योोग

	 = 2 × मूूल त्रि�भुुज काा परि�मााप = 2 × 3 × 1 = 6 इकााई

+	यदि� कि�सीी त्रि�भुुज कीी तीीन मााध्यि�कााएँँ  - ma, mb, mc दीी गई हंैं तोो त्रि�भुुज 
काा क्षेेत्रफल हैै

m m a m b m c
4 S (S – m )(S – m )(S – m )
3

=

		जहाँँ � , Sm =  a b cm m m
2

+ +

+	यदि� 2 2 2
a b cm m m= + , तोो

त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल 2
3

= mb mc

A

B C

P

Q

R

A

B CQ

R

Y
X

P Z

समद्वि�बााहु त्रि�भुुज

समद्वि�बााहु त्रि�भुज वह त्रि�भुज हैै जि�समेंं दोो भुुजााएँँ  समाान लंंबा ाई कीी तथाा दोो कोोण 
समाान मााप केे होोतेे हंैं। 

	• भुुजाा (AB = AC) = a

	• परि�मााप = 2a + b

	• क्षेेत्रफल = 2 2 2b 14a – b a
4 2

= sinθ

	• ऊंंचा ाई 

	 = 
2 2 2 2

2 b 4a – b aa –
4 2 2R

= =

	• परि�त्रि�ज्याा (R) = 
2

2 2

a
4a – b

	•  आधाार = a (2R a)(2R – a)
R

+

Ex.	एक समद्वि�बााहु त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए जि�सकीी भुुजााएँँ  8 सेेमीी, 5 
सेेमीी और 5 सेमेीी हंैं।

क्षेेत्रफल = 8
4

2 24 5 – 8×

	 = 2 (36) = 12 सेेमीी2
Ex.	एक समद्वि�बााहु त्रि�भुुज काा परि�मााप 100 सेेमीी हैै। यदि� आधाार 36 सेेमीी हैै, 

तोो इसकाा अर्द्धध परि�मााप (संेंटीीमीीटर मेंं) ज्ञाात कीीजि�ए।

अर्द्धध परि�मााप =
100

2
= 50 सेमेीी

Ex.	एक समद्वि�बााहु त्रि�भुज काा परि�मााप 91 सेेमीी हैै। यदि� बरााबर भुुजााओं ंमेंं सेे 
एक कीी मााप 28 सेेमीी हैै, तोो दूसूरीी असमाान भुुजाा काा माान क्याा हैै?

एक बरााबर भुुजाा = 28 सेेमीी
	 समद्वि�बााहु त्रि�भुुज काा परि�मााप = 91

	 ⇒ 28 + 28 + a = 91 ⇒ a = 35 सेेमीी

Ex.	एक समद्वि�बााहु त्रि�भुुज कीी प्रत्येेक बरााबर भुुजाा और तीीसरीी भुुजाा कीी लंंबा ाई 
काा अनुुपाात 3 : 5 हैै। यदि� त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल 30√11 सेेमीी² हैै, तोो 
तीीसरीी भुुजाा कीी लंंबा ाई (सेेमीी मेंं) क्याा हैै?

माान लीीजि�ए, बरााबर भुुजााओं ंकीी लंंबा ाई = 3x

	 तीीसरीी भुुजाा कीी लंंबा ाई = 5x	

	 25 ²AD = 9 ² –
4
xx

	 = 36 ² – 25 ²
4

x x 11=
2

x 	                          

	 प्रश्नाानुुसाार, 

	 त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल= 30 11  सेेमीी2 

	 ⇒ 1 11×5 ×
2 2

xx  = 30 11  

	 ⇒ x = 2 6

	 ∴ BC = 5x = 5 × 2 6 =10 6 सेेमीी

	 ∴ तीीसरीी भुुजाा कीी लंंबा ाई = 10 6 सेेमीी

3x

D

3x

A

B C5x
2

5x
2

5x

A

B C

��

�� ��

a

bc

c
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द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

समद्वि�बााहु-समकोोण त्रि�भुुज

	• परि�मााप (P) = a(2 + 2 ) 

	 = a 2( 2 1)

	• क्षेेत्रफल = 
2a

2

Ex.	यदि� एक समद्वि�बााहु समकोोण त्रि�भुुज काा परि�मााप ( )8 2 1+  सेेमीी हैै, तोो 

त्रि�भुुज केे कर्णण कीी लंंबा ाई क्याा हैै?

( )8 2 1+ =  a 2( 2 1)× +  ⇒ a = 4 2

	 ∴ कर्णण = a 2  = 4 × 2 = 8 सेेमीी
Ex.	एक समद्वि�बााहु समकोोण त्रि�भुज काा क्षेेत्रफल 16 वर्गग मीीटर हैै। इसकाा कर्णण 

_____ हैै।

समद्वि�बााहु समकोोण त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल= a²
4

	

	 ⇒ a²
4

 = 16 ⇒ a² = 64 ⇒ a = 8

Ex.	एक समद्वि�बााहु, समकोोण त्रि�भुुज काा परि�मााप 2p इकााई हैै। उसीी त्रि�भुज काा 
क्षेेत्रफल हैै-

माान लीीजि�ए, समद्वि�बााहु समकोोण ∆ कीी भुुजाा = AB = AC = a

	 ⇒ BC = 2a

	  AB + AC + BC = ∆ABC काा परि�मााप
	 ⇒ 2p = 2a + 2a

	 ⇒ p = a + 
a
2

	 क्षेेत्रफल = 1 1 × a × a = a²
2 2

 

	 = 

2

p1
12 1
2

 
 
 
  +  
  

= 
( )

2

2

p

2 1+
 = 

2p (2 1 – 2 2)
1

+ =  
2p (3 – 2 2)

Ex.	एक समद्वि�बााहु समकोोण त्रि�भुजु काा परि�मााप 30 मीीटर हैै। इसकाा क्षेते्रफल 
(मीीटर² में)ं ज्ञाात कीीजि�ए। (नि�कटतम पूरू्णांं�क माान तक पूरू्णांं�कि�त)

परि�मााप = x + x + x 2

	 ⇒ 2x + x 2  = 30

	 ⇒ x =
30

2 2
 =  30 2 2

2

 

	 =  15 2 2

	 त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल =    21 15 2 1.41
2

   

	 = 225 0.59 0.59
2

 
  39 मीी2 

	 2p = 30 मीी ⇒ p = 15 मीी

	 त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल = 2p (3 – 2 2)  = 215 (3 – 2 2)

	 = 225 × 0. 172 ~ 39 मीी2

a 2
a

a

समकोोण त्रि�भुुज

समकोोण त्रि�भुुज वह त्रि�भुज हैै जि�समें दोो भुुजााएँँ  लंंबवत  होोतीी हंैं, जोो समकोोण 
बनाातीी हंैं। 

	• p2 + b2 = h2  
	•  परि�मााप = p + b + h

	•  त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल  = 1
2

× p × b

	• समकोोण त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल

	
2h sin2

4
= 

	• अंंतःः त्रि�ज्याा (r) = p b – h
2

+  'याा' 	

	

	• परि�मााप  (R) = h
2

 'याा' 

Ex.	यदि� एक त्रि�भुज जि�सकाा आधाार 6 सेमेीी हैै, काा क्षेेत्रफल 18 सेेमीी2 हैै, तोो 
उसकीी ऊँँचा ाई क्याा हैै?

त्रि�भुुज काा क्षेेत्रफल =
1
2

 × आधाार × ऊँँचा ाई

	 ⇒ 18 = 
1
2

 × 6 × ऊंंचा ाई

	 ⇒ ऊंंचा ाई = 6 सेमेीी
Ex.	एक समकोोण त्रि�भुज काा एक कोोण 15º हैै और कर्णण 1 मीीटर हैै। त्रि�भुुज काा 

क्षेेत्रफल (वर्गग सेमेीी मेंं) हैै
क्षेेत्रफल = 

2h sin2
4

	 = 100 100
4
× × sin30° = 1250 सेेमीी²

Ex.	यदि� कि�सीी समकोोण ∆ काा कर्णण 10 सेमेीी हैै, तोो उसकाा अधि�कतम क्षेेत्रफल 
क्याा होो सकताा हैै?

क्षेेत्रफलअधि�कतम = 10 10
4
× = 25 सेमेीी2		

समकोोण त्रि�भुुज केे अंंदर वर्गग
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द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल

समकोोण त्रि�भुुज कीी प्रत्येके भुुजाा पर समबााहु 
त्रि�भुुज काा नि�र्माा�ण

C

B

A

क्षेेत्रफल (∆C) = क्षेेत्रफल (∆A) + क्षेेत्रफल (∆B)

समकोोण त्रि�भुुज कीी प्रत्येेक भुुजाा पर अर्धधवृृत्त काा 
नि�र्माा�ण

क्षेेत्रफल (A3) = क्षेेत्रफल (A1) + क्षेेत्रफल (A2)

समकोोण त्रि�भुुज कीी प्रत्येेक भुुजाा पर वर्गग काा 
नि�र्माा�ण

क्षेेत्रफल (A3) = क्षेेत्रफल (A2) + क्षेेत्रफल (A1)

	• छाायांं�कि�त भााग (p) काा क्षेेत्रफल = भााग (q), (r) 
और (s) के क्षेत्रफल का योग

	• छाायांं�कि�त भााग (s) काा क्षेते्रफल = भााग (t) और (u) 
के क्षेत्रफल का योग

CB

A

s

t

u

	• छाायांं�कि�त भााग (A1) काा क्षेते्रफल = त्रि�भुजु (A) 
का क्षेत्रफल

A

A
1

Ex.	छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए, जहाँँ�  AC = 10 सेेमीी.

कुुल आवश्यक क्षेेत्रफल
	 = कर्णण पर बनेे अर्धधवृृत्त काा क्षेेत्रफल

	 = � �10
4
² = 25π सेमेीी2 		

Ex.	दीी गई आकृृति� मेंं, ∆ABC कीी तीीन भुुजााओं ंपर 3 अर्धधवृृत्त खींं �चेे गए हंैं। यदि� 
AB = 21 सेमेीी, AC = 28 सेेमीी और BC = 35 सेमेीी हैै, तोो छाायांं�कि�त 
भााग काा क्षेेत्रफल (सेेमीी2 मंें) क्याा हैै?

	 छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल = ∆ABC काा क्षेेत्रफल

	 = 1
2

 × 21 × 28 = 294 सेेमीी2 	

महत्त्वपूूर्णण परि�णााम

+	जब एक समकोोण त्रि�भुुज केे अन्दर एक अर्धधवृृत्त 
	 अंंकि�त कि�याा जााताा हैै, जैैसाा कि� चि�त्र मेंं दि�खाायाा 

गयाा हैै। तब–

	
त्रि�ज्याा (r) = ab

a c+

+	जब r-त्रि�ज्याा वाालाा एक अर्धधवृत्त एक समकोोण 
	 त्रि�भुज मंें अंंकि�त होोताा हैै जोो कर्णण पर स्थि�त होोताा 

हैै जैैसाा कि� चि�त्र मेंं दि�खाायाा गयाा हैै, तोो

	
त्रि�ज्याा (r) = ab

a b+

+	जब समाान त्रि�ज्याा वाालेे दोो वृृत्तोंं� कोो एक 
	 समकोोण त्रि�भुुज मेंं अंंकि�त कि�याा जााताा हैै 

जैैसाा कि� चि�त्र मेंं दि�खाायाा गयाा हैै, तोो

	
त्रि�ज्याा (r) = ab

3a b c+ +

+	 जब समाान त्रि�ज्याा वााले ेतीीन वृतृ्तोंं� कोो एक
	 समकोोण त्रि�भुज में ं अंंकि�त कि�याा जााताा हैै 

जैसैाा कि� चि�त्र में ंदि�खाायाा गयाा हैै, तोो

	
त्रि�ज्याा (r) = ab

5a b c+ +
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वृृत्त

एक वृृत्त एक बंंद  2D आकृृति� हैै जि�समेंं समतल केे सभीी बिं�ंदुओुं ंकाा समूह एक 
नि�श्चि�त बिं�ंदु ुसेे समाान दूरूीी पर होोताा हैै जि�सेे कंेंद्र कहते हंैं।

	• व्याास (d) = 2r = 4A


	 जहाँँ� , r = त्रि�ज्याा, A = क्षेेत्रफल
	• वृृत्त काा क्षेेत्रफल = πr2 

	• वृृत्त कीी परि�धि� = 2πr 

	 	

Ex.	एक वृृत्त काा क्षेेत्रफल 1386 वर्गग सेेमीी हैै। वृृत्त कीी त्रि�ज्याा क्याा हैै?  
[π = 22/7 लीीजि�ए]

वृृत्त काा क्षेेत्रफल= πr2 

	 ⇒ 1386 = 22
7

× r2

	 ⇒ r2 = 1386 7
22



	 ⇒ r2 = 441 

	 ⇒ r = 21 सेमेीी

	

अर्द्धध वृृत्त  

अर्धधवृृत्त कोो एक ऐसेे आधेे वृृत्त केे रूप मेंं परि�भााषि�त कि�याा जााताा हैै जोो कि�सीी वृृत्त 
कोो दोो बरााबर भाागोंं� मंें कााटनेे सेे बनताा हैै। यह तब बनताा हैै जब एक रेेखाा वृृत्त 
केे कंेंद्र सेे होोकर गुुजरतीी हैै और उसके दोोनोंं� सि�रोंं� कोो स्पर्शश करतीी हैै।

	• अर्धधवृृत्त काा क्षेेत्रफल =   
2r

2
π

	• अर्धधवृृत्त कीी परि�धि� 
	 = πr + 2r

	

Ex. 	एक अर्धधवृृत्तााकाार शीीट कीी त्रि�ज्याा 21 सेेमीी हैै, इसकीी परि�धि� ज्ञाात कीीजि�ए।

	 	
Ex.	35 सेेमीी त्रि�ज्याा वाालेे अर्धधवृृत्त काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

	 		  	

चतुुर्थांं�श

यह एक वृृत्त काा एक-चौौथााई भााग हैै। यह दोो रेेखााओं ंकेे समूूह सेे बनताा हैै जोो 
प्रकृति� मंें लंंबवत  होोतीी हंैं। 

	• वृृत्त केे चतुुर्थांं�श काा क्षेेत्रफल = 21 r
4
π

	• वृृत्त केे चतुुर्थांं�श कीी परि�धि� 

     = r 2r
2
π

+

Ex.	 14 सेेमीी त्रि�ज्याा वााले ेवृतृ्त केे चतुरु्थांं�श काा के्षेत्रफल क्याा हैै?

क्षेते्रफल = 1
4

πr2 = 1
4

 × 22
7

 × 142 = 154 सेमेीी2

	
Ex.	21 सेेमीी त्रि�ज्याा वाालेे एक वृृत्त केे चतुुर्थांं�श काा परि�मााप (परि�धि�) ज्ञाात कीीजि�ए।

चतुुर्थांं�श काा परि�मााप = 
r

2
π

+ 2r 

	 = 22
7

 × 21
2

 + 2 × 21  

	 = 33 + 42 = 75 सेेमीी2
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द्वि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

त्रि�ज्यखंंड

त्रि�ज्यखंं ड (सेेक्टर) वृृत्त काा वह भााग हैै जोो दोो त्रि�ज्यााओं ंऔर चााप केे बीीच घि�राा 
होोताा हैै। 

	• r = वृृत्त कीी त्रि�ज्याा।
	• θ = त्रि�ज्यखंं ड काा कंेंद्रीीय कोोण (डि�ग्रीी याा रेेडि�यन मेंं)
	• चााप कीी लंंबा ाई (l) = वक्रीीय सीीमाा कीी लंंबा ाई
	• क्षेेत्रफल (A) = त्रि�ज्यखंं ड द्वााराा घेेराा गयाा क्षेेत्र
दीीर्घघ त्रि�ज्यखंंड

	 यदि� θ > 180°

	• क्षेेत्रफल = 
360
θ

°
 × πr2 

	• चााप कीी लंंबााई =
360
θ

°
 × 2πr

	• त्रि�ज्यखंं ड काा क्षेेत्रफल = 1
2

× l r

लघुु त्रि�ज्यखंंड
	 यदि� θ < 180°  

	• क्षेेत्रफल = 1 – 
360
θ

°
 × πr2

	• चााप कीी लंंबा ाई = 1 – 
360
θ

°
 × 2πr

Ex.	यदि� चााप कीी लंंबा ाई = 6 सेेमीी और वृृत्त कीी त्रि�ज्याा = 5 सेेमीी हैै, तोो वृृत्त केे 
त्रि�ज्यखंं ड काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

क्षेेत्रफल = 1
2

 × 6 × 5 = 15 सेेमीी2

Ex.	7 सेेमीी त्रि�ज्याा वाालेे एक वृृत्त केे त्रि�ज्यखंं ड काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए जि�सकाा 
केेन्द्रीीय कोोण 90° हैै।

क्षेेत्रफल = 
2r

360º
 × 90º = 7 7

4
× × = 77

2
= 38.5 सेेमीी²

   "केेन्द्रीीय कोोण यह नि�र्धाा�रि�त करताा हैै कि� कोोई त्रि�ज्यखंंड दीीर्घघ  हैै याा लघुु"

वृृत्तखंंड

खण्ड जीीवाा और संंगत चााप केे बीीच काा क्षेते्र हैै।
लघुु वृृत्तखंंड 

	 यदि� θ डि�ग्रीी मेंं हैै:-

	• लघुु वृृत्तखंं ड काा क्षेेत्रफल 

	 = r2 
sin–

360 2
πθ θ 

 ° 
	 यदि� θ रेडेि�यन मेंं हैै:-

	• लघुु वृृत्तखंं ड काा क्षेेत्रफल = 
2r
2

(θ – sinθ)

Ex.	नीीचेे दि�ए गए चि�त्र मेंं दि�ए गए लघुु वृृत्तखंं ड काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

लघुु वृृत्तखंं ड काा के्षेत्रफल = त्रि�ज्यखंंड काा के्षेत्रफल – ∆OAB काा के्षेत्रफल

	 = 0

r²
360
π θ  – 1

2
r2 sinθ = π102 – 1

2
 × 102 × sin120°

	 = 
100 25 3

3
π − 

 
सेेमीी2

दीीर्घघ वृृत्तखंंड

	 दीीर्घघ वृृत्तखंं ड काा क्षेेत्रफल = r² 1 r²sin
360 2
π θ + θ ° 

	 वृृत्तखंं ड काा परि�मााप = 
sin2r

360 2
πθ θ + ° 

Ex.	दीी गई आकृृति� मेंं दीीर्घघ वृृत्तखंं ड काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

 

दीीर्घघ वृृत्तखंं ड काा क्षेेत्रफल

	 = त्रि�ज्यखंं ड काा क्षेेत्रफल (210°) + ∆OAB काा क्षेेत्रफल	

	 = 0

r²
360
π θ  + 1

2
r² sinθ

	 = π102 210
360




 + 1
2

 × 102 × sin 150° = 
175 25

3
π + 

 
सेेमीी2

वलय (Ring)

यदि� R और r दोो संंकें द्रि�त वृृत्तोंं� कीी त्रि�ज्यााएँँ  हंैं, तोो 
	• दोो वृृत्तोंं� सेे घि�राा क्षेेत्रफल = π (R + r) (R – r)

	• पथ कीी चौौड़ााई = 

Ex.	संंकेन्द्रीीय वृृत्तोंं� केे बीीच काा क्षेेत्रफल 770 सेेमीी2 हैै तथाा बााह्य वृृत्त कीी त्रि�ज्याा 
21 सेमेीी हैै, तोो आंंतरि�क वृृत्त कीी त्रि�ज्याा ज्ञाात कीीजि�ए।

दोो वृृत्तोंं� केे बीीच काा क्षेेत्रफल = π(R2 – r2)

	 ⇒ 22
7

(212 – r2) = 770 सेमेीी2 ⇒ r = 196 = 14 सेेमीी 
Ex.	दोो संंके न्द्रीीय वृृत्तोंं� सेे घि�रे एक वृृत्तााकाार पथ काा क्षेेत्रफल 3080 वर्गग मीीटर हैै। 

यदि� वृृत्तााकाार पथ केे बााहरीी कि�नाारेे और भीीतरीी कि�नाारेे कीी त्रि�ज्यााओं ंकेे बीीच 
काा अंंतर 10 मीीटर हैै, तोो दोोनोंं� त्रि�ज्यााओं ंकाा योोग (मीीटर मेंं) क्याा हैै?

π(R² – r²) = 3080

	 ⇒ 
22
7

(R + r) (R – r) = 3080 ⇒ R + r = 98 सेेमीी

पहि�याा

एक घूूमतेे पहि�ये द्वााराा एक मि�नट मंें पूूरीी कीी गई परि�क्रमााओं ंकीी संंख्याा 

= 

Ex.	एक एथलीीट 7 मीीटर त्रि�ज्याा वाालेे एक वृृत्तााकाार मैैदाान केे चाारोंं� ओर 3 मि�नट 
40 सेेकंं ड मेंं 8 चक्कर लगााताा हैै। उसकीी गति� (कि�मीी/घंंटा ा मेंं) क्याा हैै?

8 रााउंं ड मंें तय कीी गई कुुल दूरूीी 

	 = 2 ×
22
7

× 7 × 8 = 352 मीी = 352
1000

कि�मीी

	 कुुल समय = 3 मि�नट 40 सेकेंं ड = 220 सेकेंं ड

	  = 220
3600

घंंटे  = 11
180

 घंंटे

	 गति� = 
352 180

1000 11
×  = 144

25
 कि�मीी/घंंटा ा	

r R
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महत्त्वपूूर्णण  परि�णााम
+	 छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल       

2
23 aa

4 12

 
    

  
+	 छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल       

2 11a 3
7

 
    

+	एक समबााहु त्रि�भुुज तीीनोंं� वृृत्तोंं� केे परि�गत हैै, 
	 जि�नमें सेे प्रत्येेक कीी त्रि�ज्याा ‘r’ हैै, तोो	

	 भुुजाा = 2r (√3 + 1)

	 त्रि�भुुज काा परि�मााप

	 = 3 × भुुजाा = 6r(√3 + 1)

+	एक समबााहु त्रि�भुज सभीी छह वृृत्तोंं� केे परि�गत हैै, 
	 जि�नमेंं सेे प्रत्येेक कीी त्रि�ज्याा ‘r’ हैै, तोो
	 भुुजाा = 2r(√3 + 2)

	 त्रि�भुज काा परि�मााप
	 = 6r(√3 + 2)	

+	 त्रि�ज्याा r वाालेे तीीन बरााबर वृृत्त एक बड़े वृृत्त 
	 द्वााराा परि�बद्ध हंैं।

बड़े वृृत्त कीी त्रि�ज्याा = r × 
2 3

3

 +
  
 

+	छःः  बरााबर वृृत्त, जि�नमेंं सेे प्रत्येेक कीी 
	 त्रि�ज्याा r हैै, एक बड़े वृृत्त द्वााराा परि�बद्ध हंैं।

∴ बड़े वृृत्त कीी त्रि�ज्याा = 
r ( 3 4)
3

+

+	 चि�त्र केे अनुुसाार, यदि� बााहरीी वृृत्त कीी त्रि�ज्याा R हैै 
	 तोो प्रत्येके वृृत्त कीी त्रि�ज्याा:

+	दीी गई आकृृति� केे अनुुसाार, एक बड़ाा वृृत्त और 
	 उसके अन्दर 4 छोोटेे वृृत्त दि�ए गए हंैं, तोो A और 

B काा अनुुपाात 1:1 होोगाा।

	  
    A B
A : B 1:1

=
=       

+	दीी गई आकृृति� मंें सभीी आंंतरि�क वृृत्त कीी त्रि�ज्याा ‘r’ 
	 हैै तोो बड़े (बााहरीी) वृृत्त कीी त्रि�ज्याा

	
( )R 2 1 r= +

+	जब सभीी बााहरीी वृृत्तोंं� कीी त्रि�ज्यााएँँ  ‘R’ होंं�, तोो 
	 आंंतरि�क वृृत्त कीी त्रि�ज्याा

	
r ( 2 –1)R=

+	जब एक वृृत्त कोो चि�त्र मेंं दि�खााए अनुुसाार चतुुर्थांं�श मेंं 
	 अंंकि�त कि�याा जााताा हैै तब

	
r ( 2 –1)R=

+	 ( )
( )

n AB
R

4 n 1
=

+

                           R

A B

	 n = अर्धधवृृत्त कीी संंख्याा

+	 त्रि�ज्याा ‘r’ सेमेीी केे अर्धधवृृत्त मेंं अंंकि�त तीीन 
	 समबााहु त्रि�भुुज काा कुुल क्षेेत्रफल

 	
 क्षेेत्रफल 3 3 33 r² r²

4 4
= × =

+	आकृृति� केे अनुुसाार, एक चतुुर्थांं�श मेंं दोो अर्धधवृत्त 
	 अंंकि�त हंैं।
(i)	 भााग (p) काा क्षेेत्रफल = भााग (q) काा क्षेेत्रफल
(ii)	 छाायांं�कि�त भााग (r) काा क्षेेत्रफल
	 = छाायांं�कि�त भााग (s) काा क्षेते्रफल
(iii)	 भााग (p), (q), (r), (s) केे क्षेते्रफलोंं� काा अनुपुाात क्रमशःः  हैै
	 p : q : r : s = 4 : 4 : 7 : 7

r
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Ex.	एक समबााहु त्रि�भुुज सभीी वृृत्तोंं� केे परि�गत हैै, जि�नमेंं 
	 सेे प्रत्येेक कीी त्रि�ज्याा 10 सेेमीी हैै। समबााहु त्रि�भुज काा 

परि�मााप क्याा हैै?

परि�मााप = 3 × 2 × 10 ( 3 2)+ = 60 ( 3 2)+ सेमेीी 

Ex.	XBD एक वृृत्त काा चतुुर्थांं�श हैै जहाँँ�  XB = 
4a सेेमीी, XA = AB = XC = CD हैै। 
XA, AB, XC और CD कोो व्याास माानकर 
चाार अर्धधवृृत्त खींं �चेे गए हंैं। छाायांं�कि�त भााग 
काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

D

C

X A B
4a

a

XB = 4a सेेमीी

	छा ायांं�कि�त के्षेत्र काा क्षेते्रफल = त्रि�ज्याा (4a) केे चतुरु्थांं�श काा क्षेते्रफल – 4 × त्रि�ज्याा 
(a) केे अर्धधवृत्त काा क्षेते्रफल + त्रि�ज्याा (a) केे पत्ते ेकाा क्षेते्रफल = 248 a

7
   

Ex.	समाान त्रि�ज्याा r सेमेीी वाालेे तीीन वृृत्तााकाार 
वलय एक-दूसूरे कोो स्पर्शश कर रहे हंैं। एक 
डोोरीी इन वलय समूूहोंं� केे चाारोंं� ओर बहुत 
हीी सटीीक रूप सेे घूूमतीी हैै। तीीनोंं� वलय 
कोो इस प्रकाार बाँँ�धनेे केे लि�ए आवश्यक 
डोोरीी कीी न्यूूनतम लंंबा ाई क्याा हैै?

	 तीीन चााप कीी लंंबा ाई = 
2 r3 120 2 r
360


 × × ° = ° 

	 ∴ डोोरीी कीी लंंबा ाई = 2πr + व्याास × वृृत्तोंं� कीी संंख्याा
	 = 2πr + 3 × 2r = 2r(π + 3)

+	समाान त्रि�ज्याा r सेेमीी वाालेे चाार 
वृृत्तााकाार छल्लेे एक-दूसूरे कोो स्पर्शश 
कर रहे हंैं। एक डोोरीी इन छल्लोंं� 
केे चाारोंं� ओर बहुत कसकर बंंधी ी 
हुई हैै। तोो डोोरीी कीी न्यूूनतम लंंबा ाई  
= 8r + 2πr

Ex.	नीीचेे दीी गई आकृृति� मेंं, AB एक 2a लंंबा ाई कीी रेेखाा हैै, जि�सकाा मध्य-बिं�ंदु ु
M हैै। एक ओर AM, MB और AB कोो व्याास माानकर अर्धधवृृत्त खींं �चेे गए 
हंैं। कंेंद्र O और त्रि�ज्याा r वाालाा एक वृृत्त इस प्रकाार खींं �चाा गयाा हैै कि� यह वृृत्त 
तीीनोंं� अर्धधवृृत्तोंं� कोो स्पर्शश करताा हैै। r काा माान क्याा हैै?

2R = 2a ⇒ R = a

	 ∴ r = R
3

= a
3

चतुुर्भुु�ज

चतुुरु्भु�ज एक बहुभुुज हैै जि�समें चाार भुुजााएँँ , चाार शीीर्षष और चाार कोोण होोतेे हंैं। 

	• चतुुरु्भु�ज केे आंंतरि�क कोोणोंं� काा योोग सदैव 
360° होोताा हैै।

	 ∠A + ∠B + ∠C + ∠D = 360°

	• चतुुरु्भु�ज काा क्षेेत्रफल

 	 = 
1 AC DE
2

 
    

+ 
1 AC BF
2

 
    

 

	 = 1
2

× AC (DE + BF) 

	 = 1
2

 × वि�कर्णण × (उस पर डाालेे गए लंंबोंं � काा योोग)

Ex.	चतुरुु्भु�ज ABCD में,ं AC = 12 सेमेीी, यदि� B और D से ेरेेखाा AC पर खींं �चे ेगए 
लंंबोंं� कीी लंंबााई 5 सेमेीी और 7 सेमेीी हैै, तोो चतुरु्भुु�ज ABCD काा क्षेते्रफल हैै:

क्षेेत्रफल = 1
2

 × 12 × (7 + 5) = 72 सेमेीी²

+	d1 और d2 चतुुर्भुु�ज PQRS केे वि�कर्णण हंैं।

	

+	चतुुरु्भु�ज कीी आसन्न भुुजाा केे मध्य-बिं�ंदु ु

	को ो मि�लाानेे सेे बनाा चतुुरु्भु�ज आधेे क्षेेत्रफल 
वाालाा एक समांं�तर चतुुर्भुु�ज होोगाा।                                              

	 यदि� P, Q, R, S क्रमशःः  भुुजााओं ंAB, 

BC, CD और DA केे मध्य-बिं�ंदु ु हंैं, 
तोो–

	 (a)	 PQRS एक समांं�तर चतुुर्भुु�ज हैै।

	 (b)	 यदि� चतुरु्भुु�ज काा क्षेते्रफल x हैै, तोो	

+	 कि�सीी भीी चतुुरु्भु�ज मेंं A, B, C और 
D दोो वि�कर्णोंं द्वााराा बनााए गए त्रि�भुुजोंं� 
केे क्षेेत्रफल हंैं तोो 

	 A C B D× = ×

+	PQRS कोोई भीी आयत/वर्गग हैै। T 
इसके अंंदर एक बिं�ंदु ुहैै। A, B, C, 
D क्षेेत्रफल हंैं, तोो

	 A B C D+ = +

F

CD

E

BA
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आयत

	• AB = CD = a और 
     BC = AD = b

	• AC = BD = 2 2a b+

	• AO = OC = OB = OD 

     = 
2 2a b
2
+

	• परि�मााप = 2(लंंबा ाई + चौौड़ााई) = 2(a + b)

	• क्षेेत्रफल = लंंबा ाई × चौौड़ााई = ab
	• ∆AOB काा क्षेेत्रफल = ∆DOC काा क्षेेत्रफल = ∆AOD काा क्षेेत्रफल 

     = ∆BOC काा क्षेेत्रफल= ab
4

+	अधि�कतम बड़े संंभा ावि�त वृृत्त कीी त्रि�ज्याा

	  

+	आयत ABCD केे परि�गत वृृत्त कीी त्रि�ज्याा R 
होो, तोो 

	
2 2a bR =
2
+

+	
(i)	 छाायांं�कि�त भााग (p) काा क्षेेत्रफल = छाायांं�कि�त 

भााग (q) काा क्षेेत्रफल 

(ii)	छा ायांं�कि�त भााग (r) काा क्षेेत्रफल = छाायांं�कि�त 
भााग (s) काा क्षेेत्रफल 

(iii)	 छाायांं�कि�त भााग (t) काा क्षेेत्रफल = छाायांं�कि�त 
भााग (u) काा क्षेेत्रफल

(iv)	 छाायांं�कि�त भााग (p), (q), (r), (s) काा क्षेते्रफल = आयतााकाार भााग काा क्षेते्रफल 

+	एक काालीीन कीी चौौड़ााई नि�श्चि�त होोतीी हैै

(i)	मा ान लीीजि�ए कि� चौौड़ााई w काा काालीीन l × b आयााम केे फर्शश कोो ढकताा हैै
	 काालीीन काा क्षेेत्रफल = फर्शश काा क्षेेत्रफल ⇒ lc × w = l  × b

	 काालीीन कीी आवश्यक लंंबााई (lc) = 
w
lb

(ii)	 माान लीीजि�ए कि� (x × y) आयााम वाालीी आयतााकाार टााइलेंं (l × b) आयााम 
वाालेे फर्शश कोो ढकतीी हंैं

	 ⇒ n टााइल्स काा क्षेेत्रफल = फर्शश काा क्षेेत्रफल

	 ⇒ n × x × y = l × b ⇒ n = 
b
y

l
x

(iii)	 यदि� फर्शश न्यूूनतम संंख्याा मंें वर्गाा�काार टााइलोंं� सेे ढकाा हैै, तोो वर्गाा�काार टााइल कीी 
भुुजाा फर्शश कीी लंंबा ाई और चौौड़ााई काा HCF हैै।

एक आयत केे अंंदर/बााहर काा पथ
+	आयत ABCD केे बााहर चाारोंं� ओर एकसमाान 

चौौड़ााई d केे पथ काा क्षेेत्रफल
P

Q R

S

A Dd

B Cd

d

l

d b

	 पथ काा क्षेेत्रफल = 2d (l + b + 2d)

	 पथ कीी परि�धि� = 4 (l + b + 2d)

+	आयत ABCD केे अंंदर चाारोंं� ओर एकसमाान 
चौौड़ााई 'd' केे पथ काा क्षेेत्रफल

	 पथ काा क्षेेत्रफल = 2d (l + b – 2d)

	 पथ काा परि�मााप = 4 (l + b – 2d)

+	आयत ABCD मंें लंंबा ाई और चौौड़ााई केे अनुुदि�श 
एकसमाान चौौड़ााई d केे पथ काा क्षेेत्रफल   

	 पथ काा क्षेेत्रफल = (l + b – d)d

	 पथ काा परि�मााप = 2 (l + b – 2d)

Ex.	10 मीीटर चौौड़ीी एक सड़क बााहर से ेएक आयतााकाार बगीीचे ेकोो घेरेतीी हैै जि�सकाा 
मााप 200 मीीटर × 180 मीीटर हैै। पथ काा के्षेत्रफल (वर्गग मीीटर में)ं हैै:

पथ काा क्षेेत्रफल

	 = 2 × 10 (200 + 180 + 20) = 20 (400) = 8000 मीी²
Ex.	37 मीीटर × 30 मीीटर वि�मााओं ंवाालेे एक आयतााकाार पाार्कक  केे भीीतरीी भााग मेंं 

570 वर्गग मीीटर क्षेेत्रफल मेंं फैैलाा एक पथ बनाायाा गयाा हैै। पथ कीी चौौड़ााई 
क्याा हैै?

	 (a)  10 मीी   (b) 15 मीी   (c)  5 मीी   (d)  28 मीी

पथ काा क्षेेत्रफल = 2d × (l + b – 2d)

	 ⇒ 570 = 2d × (37 + 30 – 2d)

	 ⇒ 570 = 2d × (67 – 2d)

	 वि�कल्पोंं� कीी मदद सेे, d = 5 

	 570 = 2 × 5 × (67 – 10) 

	 ⇒ 570 = 570

	 अतःः  पथ कीी चौौड़ााई = 5 मीीटर
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Ex.	नीीचेे दि�याा गयाा आरेेख 50 मीीटर लंंबे े और 35 मीीटर चौौडे़े एक आयतााकाार 
मैैदाान केे अंंदर खींं �चेे गए दोो राास्तोंं� कोो दर्शाा�ताा हैै। प्रत्येेक राास्तेे कीी चौौड़ााई 5 
मीीटर हैै। छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।	

छाायांं�कि�त भााग काा के्षेत्रफल 
	 = (l + b – d)d

	 = (50 + 35 – 5)5 = 400 मीी2 

Ex.	20 मीीटर लंंबे े और 14 मीीटर चौौडे़े एक आयतााकाार भूूखंं ड कोो चाारोंं� ओर 
2 मीीटर जगह छोोड़कर घाास सेे ढकनाा हैै। घाास लगाानेे केे लि�ए आवश्यक 
क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।

	 घाास वाालेे लॉॉन कीी लंंबा ाई
	 = 20 – 2 × 2 = 20 – 4 

	 = 16 मीी
	 घाास वाालेे लॉॉन कीी चौौड़ााई 
	 = 14 – 2 × 2 = 14 – 4 

	 = 10 मीी
	 घाास वाालेे लॉॉन काा क्षेेत्रफल = लंंबा ाई × चौौड़ााई
	 = 16 × 10 = 160 मीी2

वर्गग

	• परि�मााप = 4 × भुुजाा = 4a
	• क्षेेत्रफल = (भुुजाा)2 = a2

	• जब वि�कर्णण दि�याा गयाा होो तोो,

	 क्षेेत्रफल 

aA B

CD

a a

a

2a

	• ∆AOB काा क्षेेत्रफल = ∆BOC काा 
क्षेेत्रफल = ∆COD काा क्षेेत्रफल

	 = ∆DOA काा क्षेेत्रफल = 
2a

4

	• भुुजाा 'a' केे वर्गग केे बााहर खींं �चेे गए 
सबसेे बड़े वृृत्त कीी त्रि�ज्याा

    

	• भुुजाा 'a' वाालेे वर्गग केे अंंदर अंंकि�त 
सबसेे बड़े वृृत्त कीी त्रि�ज्याा

     

	• परि�त्रि�ज्याा (R) : अंंतःः त्रि�ज्याा (r)  = 2 : 1 

	 ⇒ क्षेेत्रफल = 2 : 1
	• यदि� वि�कर्णण याा परि�मााप मेंं सेे कोोई एक x गुुनाा होो जााए तोो क्षेेत्रफल x2 

गुुनाा होो जााएगाा याा (x2 – 1) गुुनाा बढ़ जााएगाा।

	• दोो वर्गोंं केे लि�ए
	 (a)	 दोो वर्गोंं केे लि�ए भुुजााओं ंकाा अनुुपाात = वि�कर्णण काा अनुुपाात = परि�मााप 

काा अनुुपाात	
	 (b)	 क्षेेत्रफल काा अनुुपाात = (भुुजााओं ं काा अनुुपाात)2 = (वि�कर्णण काा 

अनुुपाात)2 = (परि�मााप काा अनुुपाात)2

+	यदि� हम एक वर्गग केे अंंदर एक वृृत्त बनाातेे हंैं और 
फि�र वृृत्त केे अंंदर एक वर्गग बनाातेे हंैं और इसीी तरह 
आगेे बढ़तेे हंैं तोो क्षेेत्रफल आधाा होो जााएगाा और 
आगेे भीी ऐसेे हीी।

	सब सेे बड़े वर्गग काा क्षेेत्रफल : मध्य वर्गग काा क्षेेत्रफल 
: सबसेे छोोटेे वर्गग काा क्षेेत्रफल = 4 : 2 : 1

	

� �

	
	 क्षेेत्रफल = 2 : 1

+	 वृतृ्त केे क्षेते्रफल और वर्गग केे क्षेते्रफल काा अनुपुाात हैै:

          

Ex.	दीी गई आकृृति� मेंं, ABCD एक वर्गग हैै। EFGH, ABCD कीी भुुजााओं ंकेे 
मध्य-बिं�ंदुओुं ंकोो मि�लााकर बनाा एक वर्गग हैै। LMNO, EFGH कीी भुुजााओं ं
केे मध्य-बिं�ंदुओुं ंकोो मि�लााकर बनाा एक वर्गग हैै। LMNO केे अंंदर एक वृृत्त 
बनाा हैै। यदि� वृृत्त काा क्षेेत्रफल 38.5 वर्गग सेेमीी हैै, तोो वर्गग ABCD काा 
क्षेेत्रफल (वर्गग सेमेीी मेंं) क्याा हैै?

A B

D C

E

F H

G

ML

O N

��

��
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��
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Ex.	जब एक ताार कोो वर्गग केे आकाार मेंं मोोड़ाा जााताा हैै, तोो उसके द्वााराा घेेराा गयाा 
क्षेेत्रफल 5929 सेमेीी2 होोताा हैै। यदि� ताार कोो वृृत्त केे आकाार मेंं मोोड़ाा जााए, 
तोो ताार द्वााराा घेेराा गयाा क्षेेत्रफल कि�तनाा होोगाा?

दि�याा गयाा हैै,
	 a² = 5929 सेेमीी2  और 2πR = 4a

	 ⇒ R = 4a 2a
2


π

 

	 क्षेेत्रफल = πR² = π ×
2a
π × 

2a
π = 4a²

π

	 = 
4 5929 7

22
 

 = 7546 सेेमीी2 

	

	 वृृत्त काा क्षेेत्रफल = 7546 सेेमीी2

Ex.	एक तांं�बेे केे ताार कोो एक वर्गग केे आकाार मेंं मोोड़ाा गयाा हैै और यह 30.25 
सेेमीी² क्षेेत्रफल घेेरताा हैै। यदि� उसीी ताार कोो एक वृृत्त बनाानेे केे लि�ए मोोड़ाा 
जााए, तोो वृृत्त काा क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए।	

	  

	 वृृत्त काा क्षेेत्रफल = 38.5 सेेमीी2

+	आकृृति� केे अनुुसाार छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल

     

	 "प्रत्येेक स्थि�ति� मेंं छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल बरााबर हैै"

	 	
Ex.	ABCD एक वर्गग हैै जि�सकीी भुुजाा 14 सेेमीी हैै, छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल 

ज्ञाात कीीजि�ए।

छाायांं�कि�त क्षेेत्र काा क्षेेत्रफल = 4 a²
7

	 = 4
7

 × 14 × 14 = 112 सेेमीी²

Ex.	यदि� वर्गग कीी भुुजाा = 2a सेेमीी हैै, तोो छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल ज्ञाात 
कीीजि�ए।

 
छाायांं�कि�त क्षेेत्र काा क्षेेत्रफल = भुुजाा (2a) वाालेे वर्गग काा क्षेेत्रफल 

– 2 × त्रि�ज्याा (a) वाालेे अर्धधवृत्त काा क्षेेत्रफल + 2 त्रि�ज्याा (a) वाालेे पत्तेे काा 
क्षेेत्रफल = 2a2

महत्त्वपूूर्णण परि�णााम
+	ABCD भुुजाा 'a' काा वर्गग हैै। AC एक 
	व क्र हैै और त्रि�ज्याा r काा एक वृृत्त खींं �चाा 

गयाा हैै, तोो
	

 2
r 2 1 a 

+	ABCD भुुजाा 'a' काा वर्गग हैै। AC एक 
	 वक्र हैै और त्रि�ज्याा r और R केे दोो वृृत्त 

खींं �चेे गए हंैं, तोो

	
1 1 1
r R a
  Rr =

2

+	जब समाान त्रि�ज्याा 'r' वाालेे दोो वृृत्तोंं� कोो भुुजाा 'a' 
	 केे एक वर्गग केे अंंदर रखाा जााताा हैै तोो 

  	
 a 2 1

r
2




+	ABCD और PQRS भुुजााओं ं'a' और x वाालेे 
	 वर्गग हंैं। वक्र AC, BD, PQRS कोो Q और 

R पर कााटतेे हंैं।

	

3a
5

x

      

a

aA B

CD

r

r

2r

r

r

a

a

R

r

a

aa

A B

CD

C

BSPA

Q R
x
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छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल
+		यदि� वर्गग कीी भुुजाा = a सेेमीी तोो

       

छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल 

= 
2a (4 )

4


+	यदि� वर्गग कीी भुुजाा = a सेमेीी तोो 

	
छाायांं�कि�त भााग काा क्षेेत्रफल = 

2a ( – 2)
4


+	 नि�म्नलि�खि�त आकृृति� मेंं वर्गग कीी भुुजाा ‘a’ हैै।

	

+	 त्रि�ज्याा r केे अर्धधवृत्त केे अन्दर खींं �चेे जाा 
	 सकनेे वाालेे सबसेे बड़े वर्गग काा क्षेेत्रफल।

	

+	 त्रि�ज्याा 'r' वाालेे वृृत्त केे चतुुर्थांं�श मेंं अंंकि�त 
	 वर्गग काा क्षेेत्रफल (जैैसाा कि� चि�त्र मेंं दि�खाायाा 

गयाा हैै)।

	

+	 त्रि�ज्याा 'r' वाालेे वृृत्त केे चतुुर्थांं�श मेंं अंंकि�त वर्गग 
	 काा क्षेेत्रफल (जैैसाा कि� चि�त्र मेंं दि�खाायाा गयाा 

हैै)।

	

+	आकृृति� केे अनुुसाार छाायांं�कि�त भााग काा 
	 क्षेेत्रफल

	

हरे भााग काा क्षेेत्रफल

( )
2a {3 1 3 }

3
= − +

      

लााल भााग काा क्षेेत्रफल
2a [ –12 6 3]

12
= +

    

+	 नि�म्नलि�खि�त आकृृति� मेंं, वर्गग कीी भुुजाा 'a' हैै

AA DD

BB CC

rr

rrrr

rr

rr rr

rr rr

	
हरे भााग काा के्षेत्रफल ( )

2
23a r 4

14
= = − π

+	यदि� वर्गग कीी भुुजाा = 'a'

	

	 पीीलेे वृृत्त कीी त्रि�ज्याा =  a
16

 

	 नीीलेे वृृत्त कीी त्रि�ज्याा = a
6

	 लााल वृृत्त कीी त्रि�ज्याा = 3a
8

+	 नि�म्नलि�खि�त आकृृति� मेंं वर्गग कीी भुुजाा 'a' हैै।

	नी ीलेे भााग काा क्षेेत्रफल = 
2

2a 3– a
3 4



	 पीीलेे भााग काा क्षेेत्रफल = 
2

23 a2 a –
4 12

 
  
 

	 लााल भााग काा क्षेेत्रफल = 
2

2 2a 3a – – a
6 4



2r

r

a
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समाानांं�तर चतुुर्भुु�ज

समांं�तर चतुुर्भुु�ज ABCD मेंं, माान लीीजि�ए भुुजाा AB = a सेेमीी और BC = b 
सेेमीी हैै, तोो

	• AB = CD और 
	 BC = AD

	• प्रत्येेक वि�कर्णण AC याा 
BD समांं�तर चतुुर्भुु�ज 
कोो सर्वांं�गसम त्रि�भुुजोंं� मेंं 
वि�भााजि�त करताा हैै।

	• AC2 + BD2 = 2(a2 + b2)

	• परि�मााप = 2(a + b)
	• क्षेेत्रफल = आधाार × ऊँँचा ाई = a × h2 = b × h1

	• एक वि�कर्णण कीी लंंबा ाई d हैै
	 तोो, समांं�तर चतुुर्भुु�ज ABCD काा क्षेेत्रफल 

	 = 2 ( )( )( )s s a s b s d− − −

	 जहाँँ� , s = 
2

a b d+ +

समांं�तर चतुुरु्भु�ज केे प्रकाार

1.	 आयत - सभीी कोोण 90° केे होोतेे हंैं, वि�कर्णण बरााबर होोतेे हंैं।
2.	 समचतुुर्भुु�ज - सभीी भुुजााएँँ  बरााबर होोतीी हंैं, वि�कर्णण लंंबवत  होोतेे हंैं।
3.	 वर्गग - सभीी भुुजााएँँ  और कोोण बरााबर होोतेे हंैं। यह एक समचतुुर्भुु�ज और 

एक आयत होोताा हैै। 
Ex.	एक समांं�तर चतुुर्भुु�ज ABCD कीी भुुजाा AB, 24 सेेमीी और भुुजाा AD = 16 

सेेमीी हैै। AB और CD केे बीीच कीी दूरूीी 10 सेेमीी हैै, तोो AD और BC केे 
बीीच कीी दूरूीी ज्ञाात कीीजि�ए।

क्षेेत्रफल ⇒ 24 × 10 = 16 × x ⇒ x = 15 सेेमीी

+	ABCD एक समांं�तर चतुुर्भुु�ज हैै जि�सकीी 
भुुजााएँँ  a और b हंैं तथाा उनके बीीच काा कोोण 
θ हैै, तोो

	  

+	समाान आधाार वाालेे सभीी त्रि�भुजोंं� 
तथाा समाान्तर रेेखााओं ं केे बीीच 
काा क्षेेत्रफल समाान होोताा हैै।

	 यदि� XY || PQ, तोो
 	 ∆ABC काा क्षेेत्रफल = ∆ABD 

काा क्षेेत्रफल = ∆ABE काा क्षेेत्रफल 
Ex.	∆ABC मेंं, D और E क्रमशःः  भुुजााओं ंAB और AC केे मध्य बिं�ंदु ुहंैं। BC 

कोो F तक इस प्रकाार बढ़ाायाा जााताा हैै कि� CF = BC हैै। तोो ∆DEF और 
∆ABC केे बीीच क्याा संं बंंध  हैै?

माान लीीजि�ए G, BC काा मध्य बिं�ंदु ुहैै।

	 ∴ ∆DEG काा क्षेेत्रफल 

	 = 

	 यदि� D और E क्रमशःः  AB और AC केे 
मध्य बिं�ंदु ुहंैं तोो DE || BC || BF 

	 ∆DEF काा क्षेेत्रफल = ∆DEG काा 

क्षेेत्रफल (समाान आधाार वाालीी समाान्तर रेेखााओं ंकेे बीीच त्रि�भुुज) 

	 = 

समचतुुर्भुु�ज

	 समचतुुर्भुु�ज ABCD मेंं, 
	 माान लीीजि�ए भुुजाा BC = a, AC = d1 

और BD = d2, तोो
	• AB = BC = CD = DA = a

	• भुुजाा (a) = 2 2
1 2

1
2

d d+  और, 

	 4a2 = 
2 2
1 2d d+

	• परि�मााप = 4a

	• क्षेेत्रफल = 
1
2

× d1 × d2 

	• एक समचतुुर्भुु�ज काा परि�मााप 2p इकााई हैै तथाा वि�कर्णोंं कीी लंंबा ाइयोंं� काा 
योोग m इकााई हैै, तोो समचतुुर्भुु�ज काा क्षेेत्रफल 

	 = ( )2 21 m – p
4

वर्गग इकााई

Ex.	एक समचतुुर्भुु�ज कीी प्रत्येेक भुुजाा कीी लंंबा ाई 13 सेमेीी हैै और एक वि�कर्णण 24 
सेेमीी हैै। समचतुुर्भुु�ज काा क्षेेत्रफल (वर्गग सेेमीी मंें) क्याा हैै?

4 × 13 × 13 = 24² + 2
2d ⇒ d2 = 10 सेेमीी

	 क्षेेत्रफल = 1
2

 × 24 × 10 = 120 सेेमीी²

समलम्ब चतुुर्भुु�ज 
a

b

h

समलम्ब चतुुरु्भु�ज काा क्षेेत्रफल = 1
2

 × समांं�तर भुुजााओं ंकाा योोग × ऊँँचा ाई

Ex.	एक समलम्ब चतुुर्भुु�ज कीी समांं�तर भुुजााओं ंकीी लंंबा ाई काा अनुुपाात 3 : 2 हैै। 

उनके बीीच कीी न्यूूनतम दूरूीी 15 सेमेीी हैै। यदि� समलम्ब चतुुर्भुु�ज काा क्षेेत्रफल 
450 वर्गग सेमेीी हैै, तोो समांं�तर भुुजााओं ंकीी लंंबा ाई काा योोग क्याा होोगाा?

समलम्ब चतुरु्भुु�ज काा के्षेत्रफल = 1
2

× समांं�तर भुजुााओं ंकाा योोग × ऊँँचा ाई

	 ⇒ 450 = 1
2

(2x + 3x) × 15

	 ⇒ 5x = 30 × 2 ⇒ x = 12

	 ∴ समाानांं�तर भुुजााओं ंकीी लंंबा ाई काा योोग 

	 = 5x = 5 × 12 = 60 सेेमीी   

Ex.	एक दीीवाार समलम्ब चतुरुु्भु�ज केे आकाार कीी हैै जि�सकीी ऊँँचा ाई 4 मीीटर हैै और 
समाान्तर भुजुााएँँ  क्रमशःः  3 मीीटर और 5 मीीटर हंैं। दीीवाार कोो रंंगनेे कीी लाागत क्याा 
हैै, यदि� रंंगनेे कीी दर 25 प्रति� वर्गग मीीटर हैै?

समलम्ब चतुुर्भुु�ज काा क्षेेत्रफल = 1
2

(3 + 5) × 4 = 16 मीी²

	पें ंटिं�ंग कीी कुुल लाागत = 16 × 25 = �400
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Ex.	एक समलम्ब चतुुर्भुु�ज ABCD मेंं, AB और DC एक-दूसूरे केे समांं�तर हंैं 
और उनके बीीच 8 मीीटर कीी लम्बवत दूरूीी हैै। सााथ हीी, (AD) = (BC) = 10 

मीीटर, और (AB) = 15 मीीटर < (DC) हैै। समलम्ब चतुर्भुु�ज ABCD काा 
परि�मााप (मीीटर मेंं) क्याा हैै?

	 पााइथाागोोरस प्रमेय सेे, DE = 2 2AD AE

	 = 2 210 8 36 6   मीी

	 समलम्ब चतुुर्भुु�ज काा परि�मााप
	 = AD + DC + BC + AB

	 =10 + 27 +10 + 15 

	 = 62 मीी

Ex.	ABCD एक समलम्ब चतुुरु्भु�ज हैै जि�सकीी AD और BC समांं�तर भुुजााएँँ  हंैं, 
E, BC पर स्थि�त एक बिं�ंदु ुहैै। ABCD केे क्षेेत्रफल काा ∆AED केे क्षेेत्रफल 
सेे अनुुपाात क्याा हैै? 

 

	 = 

1 (AD BC) h
2

1 AD h
2

+ ×

×
= AD BC

AD
+

Ex.	ABCD एक समलम्ब चतुुरु्भु�ज हैै जि�समें AB ||  DC और AB = 2CD 
हैै। वि�कर्णण AC और BD बिं�ंदु ुO पर मि�लतेे हंैं। ∆AOB और ∆COD केे 
क्षेेत्रफलोंं� काा अनुुपाात क्याा हैै? 

माानाा CD = x तोो AB = 2 CD = 2x

	 ∆COD ~ ∆AOB

	

	 = 
2

2

(2 )x
x

= 4: 1

@
ap

na_
ch

an
nels

Join Telegram: @yct_publication

Join Telegram: @apna_rwa



Aditya Ranjan (Excise Inspector) Selected Selectionह� �दलाएंगेAditya Ranjan (Excise Inspector) Selected Selectionह� �दलाएंगे64

परि�चय
	 एक त्रि�-आयाामीी आकृृति� (3-D Solid) वह ठोोस आकृृति� होोतीी है जि�समेंं 

लंंबााई, चौौड़ााई और ऊँँचााई (याा मोोटााई) होोतीी है, जोो कि� समतल द्वि�-आयाामीी 
(2-D) आकृृति�योंं� से भि�न्न होोतीी है। ये ठोोस आकृृति�याँँ�  सपााट परतोंं� से घि�रीी 
होोतीी हैं, जि�नं्हें सतह (Faces) कहाा जााताा है। जब दोो सतह आपस में मि�लतीी 
हंैं, तोो वे एक कि�नााराा (Edge) बनाातीी हैं, और जब दोो याा अधि�क कि�नाारेे 
मि�लते हैं, तोो वे शीीर्षष बिं�दु ु(Vertices) बनाातेे हैं।

	 कि�सीी भीी त्रि�-आयाामीी ठोोस आकृृति� कीी संरचनाा कोो समझाानेे के लि�ए महाान 
गणि�तज्ञ यूलर (Euler) नेे शीीर्षष बिं�दुओुं ं(V), कि�नाारोंं� (E) और सतहोंं� (F) के 
बीीच  एक गणि�तीीय सं बंंध  प्रस्तुुत कि� याा। इस सं बंंध को ो यूूलर काा सूूत्र 
(Euler's Formula) कहाा जााताा है, जोो इस प्रकाार है:

+ = +V F E 2
	 इसकाा अर्थथ है कि� प्रत्येेक त्रि�-आयाामीी ठोोस आकृृति� जोो एक उत्तल बहुभुुज 

(Convex Polyhedron) होोतीी है, उसमेंं शीीर्षष बिं�दुओुं ं(Vertices) और 
सतहोंं� (Faces) काा योोग हमेेशाा कि�नाारोंं� (Edges) कीी संख्याा से दोो अधि�क 
होोताा है।

	 इसेे घन के उदााहरण के मााध्यम सेे 
समझते हैःः�

	 V= 8,  F = 6 तथाा E = 12 

	 यूूलर के नि�यम सेे, V+F = E + 2 
⇒ 8 + 6 = 12+2 

	 ⇒ 14 = 14

पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल

	 यह 3D आकृृति� कीी वक्र सतह के क्षेेत्रफल कोो संदर्भि�ित करताा है। इसकाा 
उपयोोग आमतौौर पर बेलन, शंकुु और गोोलेे जैसीी वस्तुुओं ंके लि�ए कि�याा जााताा 
हैै। एक बेेलन काा पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल गोोलााकाार शीीर्षष और तल कोो छोोड़कर 
घुुमाावदाार भााग काा क्षेेत्रफल है।

कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल

	 कि�सीी ठोोस काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल और आधाार और 
शीीर्षष के क्षेेत्रफलोंं� काा योोग है।

	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल + ऊपरीी सतह काा क्षेेत्रफल + 
नि�चलीी सतह काा क्षेेत्रफल

आयतन

	 यह कि�सीी वस्तु ुद्वााराा घेेरेे गए स्थाान कीी माात्राा कोो संदर्भि�ित करताा है, जि�सेे घन 
इकााइयोंं� में माापाा जााताा है। केवल 3-D वस्तुुओं ंमेंं हीी आयतन होोताा है।

घनााभ
घनााभ एक आयतााकाार ठोोस है जि�समंें छह आयतााकाार सतहें होोतीी हैं। इसेे कभीी-
कभीी आयतााकाार समाानाान्तर चतुुरु्भु�ज भीी कहाा जााताा है।

  	     	

लंंबााई (l), चौौड़ााई (b) और ऊंचााई (h) वााले ेघनााभ के लि�ए
(i)	 पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = चाारोंं� दीीवाारोंं� काा क्षेेत्रफल = 2(l + b) h

(ii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2(lb + bh + hl)
(iii)	घनााभ काा आयतन = l × b × h	  

(iv)	 घनााभ काा सतह (face) वि�कर्णण 
	 = 2 2bl  (नीीचेे याा ऊपर के सतह पर)
	 = 2 2hl  (साामनेे याा पीीछेे के सतह पर)
	 = 2 2b h (बााएँँ याा दााएँँ सतह पर)

(v)	 स्पेेस वि�कर्णण =  2 2 2b h l (सबसे लम्बाा)

Ex.	7 × 3 × 2.5 मीी आयााम वाालेे एक घनााभीीय कमरे के ऊपरीी कोोनेे पर बैैठाा 
एक मच्छर कमरे के सबसे नि�चलेे कोोनेे पर सोो रहीी एक बि�ल्लीी कोो देखताा है। 
बि�ल्लीी कोो कााटनेे के लि�ए मच्छर कोो कि�तनीी दूरूीी तक उड़नाा होोगाा? 

घनााभ के  आर-पाार सबसे छोोटीी सी ीधीी रे खाा दू रूीी (एक को ोनेे से े 
वि�परीीत कोोनेे तक) ज्ञाात करनेे के लि�ए, स्पेेस वि�कर्णण सूत्र काा उपयोोग करंें। 
यदि� घनााभ कीी भुजााएँँ a, b, 
और c हैं , तो ो दू रूीी 

2 2 2a b c   होोगीी।

	 दूरूीी = 2 2 27 3 2.5   

	 = 49 9 6.25   

	 = 64.25  8.01 मीी
	 (क्योंं�कि� मच्छर हवाा मेंं स्वतंंत्र रूप सेे उड़ सकताा है, उसेे दीीवाारोंं� याा सतहोंं� के 

सााथ चलनेे कीी जरूरत नहींं� हो ोतीी वह सीीधेे 3D स्थाान मेंं सबसेे छोोटाा सीीधाा 
राास्ताा तय करताा है।)

03 त्रि�वि�मीीय क्षेते्रमि�ति�
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Ex.	एक छि�पकलीी 5 × 4 × 3 मीी के आयतााकाार कमरे के एक ऊपरीी कोोनेे में बैठैीी 
हैै और वह कमरे के सबसे ेदूरू के नि�चले ेकोोनेे में सोोतीी हुई एक मक्खीी कोो देखतीी 
हैै। छि�पकलीी कोो मक्खीी तक पहुँचने के लि�ए कि�तनीी दूरूीी रेंगनीी होोगीी?

 

	 दोो आसन्न सतहोंं� कोो एक सपााट आयत मेंं खोोलेंं, जि�ससेे 3D एक सीीधीी 2D 
रेेखाा में बदल जााए।

	 पथ 1 (हरीी रेखाा) = A → E → G

	 AG =  2 24 3 5   = 74  ≈ 8.6 मीी (सबसेे छोोटाा)	
	 पथ 2 (लााल रेखाा) = A → D → H → G

	 AG =  2 25 3 4   = 80  ≈ 8.94 मीी (मध्यम दूरूीी)
	 पथ 3 (बैंंगनीी रेखाा) = A → B → F → G

	 AG =  2 25 4 3  = 90 ≈ 9.48 मीी (सबसेे लम्बीी)
	 इसलि�ए, सतहोंं� के सााथ रेंगतेे हुए सबसेे छोोटाा माार्गग = 8.6 मीी (ऊँँचााई + 

चौौड़ााई वाालेे सतहोंं� कोो खोोलकर)

	 रंंगकर तय कीी गई सबसेे छोोटीी दूरूीी =  2 2b c a          (a ≥ b ≥ c)

	  2 24 3 5  = 74 ≈ 8.6 m

	 (मच्छर के वि�परीीत, छि�पकलीी उड़ नहींं�  सकतीी। मक्खीी तक पहुंचनेे के लि�ए 
उसेे कमरे कीी सतह पर रेंगनाा पड़ताा है। इसलि�ए हमेंं घनााभ कीी दीीवाारोंं� के 
सााथ रेंगनेे काा सबसे छोोटाा पथ खोोजनाा होोगाा।)

संंलग्न सतहोंं वाालाा घनााभ

	 माानाा एक घनााभ के आयााम हैं:
	 लम्बााई = l, चौौड़ााई = b, ऊँँचााई = h
	 माानाा एक कोोनेे पर मि�लने वाालीी तीीन संलग्न सतहोंं� के क्षेेत्रफल इस प्रकाार हैं:
	 P = lb (आधाार क्षेेत्रफल), Q = bh (पाार्श्वव क्षेेत्रफल), R = hl (मुुख्य सतह 

काा क्षेेत्रफल)
	 आयतन (V = l × b × h), P, Q, R काा प्रयोोग करनेे पर
	 P × Q × R = (lb) × (bh) × (hl) = l2b2h2

	 आयतन = = lbh = PQR

Ex.	एक घनााभ के तीीन आसन्न फलकोंं� काा क्षेेत्रफल 32 सेमीी2, 24 सेेमीी2 और 
48 सेेमीी2 है। घनााभ काा आयतन ज्ञाात कीीजि�ए? 

आयतन  = × ×32 24 48  = 192 सेेमीी3

+	घनााभ केे वि�कर्णण और कुुल  पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल मेंं सम्बंंध

	 (l + b + h)² = l² + b² + h² + 2(lb + bh + hl)

	 याा (वि�मााओं ंकाा योोगफल)2 = (वि�कर्णण)2 + (कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल)

Ex.	एक घनााभ कीी लंंबााई, चौौड़ााई और ऊंचााई काा योोग 20 सेेमीी है। यदि� वि�कर्णण 
कीी लंंबााई 12 सेेमीी है, तोो घनााभ काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल ज्ञाात करंें।

(वि�मााओं ंकाा योोगफल)2 = (वि�कर्णण)2 + (कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल)
	 ⇒ (20)2 = 12 × 12 + कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल

	 ⇒ कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 256 सेमीी2

+	खोोखले घनााभ काा आयतन 

	 = lbh – (l – 2x) (b – 2x) (h – 2x)

	 जहाँँ� , x घनााभ कीी दीीवाार कीी मोोटााई है।

Ex.	एक आयतााकाार बक्से ेकीी वि�मााएँँ क्रमशःः  20 सेेमीी × 12 सेेमीी × 10 सेेमीी 
हैै। लकड़ीी कीी मोोटााई 1 सेेमीी है। बक्सेे कोो बनाानेे मेंं लगीी लकड़ीी काा आयतन 
ज्ञाात करंें।

खोोखलेे घनााभ काा आयतन 
	 = 20 × 12 × 10 – (20 – 2) (12 – 2) (10 – 2) = 960 सेेमीी3

Ex.	एक घनााभ (cuboid) कीी मााप 30 सेमीी × 25 सेमीी × 20 सेेमीी है। यदि� 

इस घनााभ काा द्रव्यमाान 15 कि�ग्राा है, तोो इसकाा घनत्व ग्रााम/सेेमीी3 मेंं ज्ञाात 
कीीजि�ए।

	 आयतन = 30 × 25 × 20 = 15000 सेेमीी3

	 द्रव्यमाान = 15 कि�ग्राा = 15000 ग्रााम

	 घनत्व =  = 15000
15000

 = 1 ग्रााम/सेेमीी3 	

आयतााकाार शीीट सेे खुुलाा डि�ब्बाा बनाानाा

	 चाार कोोनोंं� पर x इकााई भुुजाा वाालेे बरााबर वर्गोंं कोो कााटकर तथाा शेेष कोो 
मोोड़कर एक खुुलाा आयतााकाार बॉॉक्स बनाायाा जाा सकताा है।

 	 आयतााकाार डि�ब्बे ेकाा आयतन = (l – 2x) (b – 2x)x 
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Ex.	25 सेेमीी × 20 सेेमीी आयााम वाालीी एक आयतााकाार शीीट के चाारोंं� कोोनोंं� सेे 

2 सेेमीी भुुजाा वाालाा वर्गग कााट दि�याा जााताा है और एक बॉॉक्स बनाायाा जााताा है। 
बॉॉक्स काा आयतन है

आयतााकाार बॉॉक्स काा आयतन = (l – 2x) (b – 2x)x 

	 = (25 – 2 × 2) (20 – 2 × 2) × 2 = 21 × 16 × 2 = 672 सेेमीी3

Ex.	चाारोंं� कोोनोंं� से 3 सेमीी भुुजाा वाालाा वर्गग एक 24 सेेमीी लंंबेे तथाा 18 सेेमीी-चौौडे़े 
आयतााकाार शीीट सेे कााट दि� याा गयाा तथाा शेेष भााग कोो मोोड़कर एक खुलाा 
बक्साा बनाायाा गयाा। बक्सेे काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल ज्ञाात करंें।

खुुलेे हुए बॉॉक्स काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल
	 = (l – 2x) (b – 2x) + 2 (b – 2x) (x) + 2(x) (l – 2x)
	 = (24 – 2 × 3) (18 – 2 × 3) + 2 (18 – 2 × 3) (3) + 2(3) (24 – 2 × 3)

	 = 18 × 12 + 6 × 12 + 6 × 18 = 216 + 72 + 108 = 396 सेेमीी²

	 खुुलेे हुए बॉॉक्स काा पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = आयत काा क्षेेत्रफल – 4 × 3 सेमीी भुुजाा 
वाालेे वर्गग काा क्षेेत्रफल = 24 × 18 – 4 × 32 = 396 सेेमीी²	

Ex.	एक कमरे कीी लंंबााई, चौौड़ााई और ऊंचााई क्रमशःः  10 मीी, 8 मीी और 6 मीी 
हैै। �7.50 प्रति� वर्गग मीीटर कीी दर से कमरे कीी दीीवाारोंं� और छत पर सफेेदीी 
करनेे कीी लाागत ज्ञाात करंें।

	 (a)  �2,220   (b)  �1,850   (c)  �2,150   (d)  �2,000

क्षेेत्रफल = (10 × 8 + 2 × 8 × 6 + 2 × 6 × 10) = 296 मीी²

	 सफेेदीी करनेे कीी लाागत = 296 × 7.5 = �2220	

+	एक आयतााकाार टैंक 'l' मीीटर लंंबाा और 'h' मीीटर गहराा है। यदि� टैंक सेे 'x' 
घन मीीटर पाानीी नि�कलाा जााताा है, तोो टैंक में पाानीी काा स्तर 'd' मीीटर कम होो 

जााताा है, तोो टैंक मेंं रखेे जाा सकनेे वाालेे पाानीी कीी माात्राा h
d
× 

 
 

x घन मीीटर 

होोतीी है तथाा टंकीी कीी चौौड़ााई  
 
 

x
ld

 मीीटर होोतीी है।

Ex.	एक आयतााकाार टैंक 50 मीी लंंबाा और 29 मीी गहराा है। यदि� टैंक से े1000 घन 
मीीटर पाानीी नि�काालाा जााताा है, तोो टैंक में ंपाानीी काा स्तर 2 मीी कम होो जााताा है। 
टंैंक कि�तने ेघन मीीटर पाानीी रख सकताा है और टैंक कीी चौौड़ााई भीी ज्ञाात करंें।

टंैंक काा आयतन = 1000 29
2
× = 14500 मीी³

	 ∴ टंैंक कीी चौौड़ााई = 1000
50 2×

 = 10 मीी

घन
एक ठोोस जि�सकीी सभीी छह सतहें वर्गाा�काार होंं�, घन कहलाातीी है। इस प्रकाार एक 
घन कीी लंंबााई, चौौड़ााई और ऊंचााई बरााबर है। 

माानाा 'a' घन कीी भुजाा है
(i)	 पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4a²

(ii)	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 6a²

(iii)	आयतन = a³ = 

(iv)	 वि�कर्णण = 3a

(v)	 सतह वि�कर्णण = 2 a

(vi)	 यदि� घन काा वि�कर्णण दि�याा गयाा है तोो घन काा आयतन = 

Ex.	एक घन काा कुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल 1728 सेेमीी2 है । इसकाा आयतन ज्ञाात 
कीीजि�ए।

माानाा, घन कीी भुजाा = a

	 घन काा पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 6a2 

	 ⇒ 6a2 = 1728 

	 ⇒ a = 12 2

	 ∴ घन काा आयतन = a3 =  3
12 2  =  3456 2 सेेमीी3

	

	 आयतन = = 
3

1728
6

 
 
  

	 =  3
288  =  3

12 2  

	 =  3456 2 सेेमीी3 
Ex.	एक घन के सबसे लंंबेे वि� कर्णण कीी लंंबााई 7 3 सेेमीी है । इसकाा आयतन 

(सेेमीी3 मेंं) ज्ञाात कीीजि�ए।

घन काा आयतन = = 
3

7 3
3

 
 
 
 

= 343 सेमेीी³
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Ex.	एक रस्सीी घन कीी भुुजााओं ंऔर सतहोंं� के कि�नाारेे के सााथ दोो पूरेे चक्कर लगाातीी 

हैै। यह नीीचेे के एक बिं�दु ुसेे शुरू होोकर, ठीीक उसीी के ऊपर स्थि�त बिं�दु ुपर 
समााप्त होोतीी है। रस्सीी कीी लंंबााई ज्ञाात कीीजि�ए।

जब इसेे खोोलाा जााताा है, तोो यह एक आयत काा आकाार लेताा 
हैै जि�सकीी चौौड़ााई 8a (4 सतहें × 2 चक्कर) और ऊँँचााई a होोतीी है।	

	 रस्सीी कीी लम्बााई =  2 28a a  = a 65

Ex.	216 घन सेेमीी आयतन वाालेे चाार घनोंं� कोो एक दूसूरेे सेे जोोड़कर एक नयाा 
ठोोस बनाायाा गयाा है। नए ठोोस काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल है:

घन काा आयतन = a3 ⇒ a3 = 216 ⇒ a = 6

	

	 जब 4 घनोंं� कोो आपस में जोोड़ाा जााताा है तोो लंंबााई = 4 × 6 = 24 सेमेीी, चौौड़ााई = 
ऊंंचााई = 6 सेमेीी

	 घनााभ काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2(lb + bh + hl) 
	 = 2 × (24 × 6 + 6 × 6 + 6 × 24) 

	 = 2 × (144 + 36 + 144) = 2 × 324 = 648 सेेमीी2

	 घन काा आयतन (a)3 = 216 ⇒ a = 6 सेेमीी
	 घनोंं� कीी संख्याा (n) = 4

	 घनााभ कीी लम्बााई = n × a = 4 × 6 सेेमीी = 24 सेेमीी
	 ऊँँचााई = चौौड़ााई = 6 सेेमीी
	 घनााभ काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2a2 (2n + 1)

	 = 2 × 62 (2 × 4 + 1)= 648 सेेमीी2 

Ex.	लंंबााई 20 सेमीी, चौौड़ााई 15 सेेमीी और ऊँँचााई 10 सेेमीी के आयतााकाार ब्लॉॉक 
कोो बरााबर घनोंं� कीी सटीीक संख्याा मेंं कााट दि�याा जााताा है। घनोंं� कीी कम सेे कम 
संंभव संख्याा होोगीी। 

घन कीी भुुजाा = (20, 15, 10) काा म.स.प. = 5

	 × ×
=

× ×
20 15 10n

5 5 5
= 24

Ex.	6 सेमेीी, 4 सेमेीी और 3 सेमेीी आयााम काा एक घनााभ है। न्यूनूतम ऐसे ेघनााभोंं� कोो 
एक घन बनाानेे के लि�ए व्यवस्थि�त कि�याा जााताा है। घन काा आयतन ज्ञाात कीीजि�ए।

घन कीी भुजाा = (6, 4, 3) काा ल.स.प. = 12 
	 घन काा आयतन = 123 =  1728 सेेमीी3

समवृृत्तीीय बेेलन

एक ठोोस जि�सकाा अनुुप्रस्थ कााट सम वृत्तााकाार 
होोताा है, उसेे बेेलन (याा लम्बवृृत्तीीय बेेलन) 
कहाा जााताा है।
माान लीीजि�ए r वृृत्तााकाार अनुुप्रस्थ कााट कीी 
त्रि�ज्याा है और h बेलन कीी ऊंचााई है, तोो
(i)	 अनुुप्रस्थ कााट काा क्षेेत्रफल = πr² 

(ii)	 अनुुप्रस्थ कााट कीी परि�धि� = 2πr 

(iii)	 वक्र (पाार्श्वव) पृ ृष्ठीीय  क्षेेत्रफल  = 
अनुुप्रस्थ कााट कीी परि�धि� × ऊंचााई = 2πrh

(iv)	 सम्पूूर्णण पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = वक्र (पाार्श्वव) पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल + 2 × अनुुप्रस्थ कााट 
काा क्षेेत्रफल = 2πrh + 2πr2 = 2πr(r + h)

(v)	 आयतन = अनुुप्रस्थ कााट काा क्षेेत्रफल × ऊंचााई = πr²h

(vi)	कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल काा वक्र पृृष्ठीीय के्षेत्रफल सेे अनुुपाात = h r
h


Ex.	एक बेलन काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल क्याा है जि�सकीी आधाार त्रि�ज्याा 7 सेेमीी तथाा 
ऊंंचााई 5 सेेमीी है? 

r = 7 सेमीी, h = 5 सेेमीी
	 बेेलन काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2πr(h + r)

	 = 2 × 22
7

× 7 (7 + 5) = 44 × 12 = 528 सेेमीी²	
Ex.	यदि� एक बेलन कीी ऊंचााई और व्याास क्रमशःः  12 सेमीी और 28 सेेमीी है तोो 

कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल और वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल काा अनुुपाात ज्ञाात कीीजि�ए

h = 12 सेेमीी, r = 28
2

 = 14 सेेमीी

	 TSA
CSA

= +h r
h

 = +12 14
12

 = 26
12

 = 13
6

Ex.	यदि� एक बेलन काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 880 सेेमीी2 है तोो उसकीी ऊँँचााई तथाा 
त्रि�ज्याा काा गुुणनफल क्याा है?

 वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2πrh

	 ⇒ 2 × 22
7

 × rh = 880 ⇒ rh = 140 सेेमीी2	
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(i)	 यदि� पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल (c) तथाा आयतन (v) दि�याा गयाा होो तोो त्रि�ज्याा काा 
ऊंंचााई से अनुुपाात है।

	
= 3

r 8 V²
h c



Ex.	एक बेेलनााकाार स्तंभ काा पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल (CSA) 264 मीी2 है और इसकाा 
आयतन (V) 924 मीी3 है। इसकेे व्याास और इसकीी ऊँँचााई काा अनुुपाात ज्ञाात 
कीीजि�ए।

× π × × × ×
= = = =

× × ×

2

3

2r 2 8 V 2 8 22 924 924 7
h (CSA) 7 264 264 264 3

(ii)	 यदि� पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल (c) तथाा ऊंचााई (h) दि�याा गयाा होो तोो बेेलन काा 
आयतन है।

	
=

2cV
4 h

Ex.	16 सेमीी ऊंचााई काा एक लंंब वृृत्तीीय बेेलन 16 सेेमीी × 22 सेेमीी आकाार के 
एक आयतााकाार टि�न कीी पतलीी पन्नीी सेे ढकाा हुआ है। बेेलन काा आयतन है:

यदि� बेेलन कोो टि�न कीी पन्नीी सेे ढकाा गयाा है तोो बेेलन काा वक्र पृृष्ठीीय 
क्षेेत्रफल टि�न कीी पन्नीी के क्षेेत्रफल के बरााबर होोगाा।

	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 16 सेेमीी × 22 सेेमीी
	 h = 16 सेेमीी

	 आयतन = =
π

2c 16×22×16×22×7
4 h 4×22×16

 = 616 सेेमीी3

एक आयतााकाार शीीट कोो मोोड़कर और घुुमााकर बेेलन बनाानाा

आयतााकाार शीीट कोो मोोड़नेे पर

	
आयतााकाार शीीट कोो घुुमाानेे पर

Ex.	22 सेेमीी × 12 सेेमीी आयााम वाालीी एक आयतााकाार काागज कीी शीीट कोो 
उसकीी लंंबााई के सााथ एक बेेलन के रूप में मोोड़ाा जााताा है। इस बेेलन काा 
आयतन कि�तनाा होोगाा?

2πr = 22 ⇒ r =  ×
=

×
22 7 7
2 22 2

सेेमीी., h = 12 सेेमीी

	 ∴ बेलेन काा आयतन = πr2h =  ×
22 49
7 4

× 12 = 462 सेमेीी3

Ex.	7 सेेमीी × 4 सेमीी आयााम वाालीी एक आयतााकाार शीीट कोो उसकीी चौौड़ााई 
केे परि�तःः घु ुमााकर एक आकृृति� बनााई जाातीी है। इस प्रकाार बनीी आकृृति� काा 
आयतन क्याा है?

h = 7 सेेमीी, r = 4 सेेमीी

	 बेेलन काा आयतन = πr2h = 22
7

 × 4 × 4 × 7 = 352 सेेमीी3 

Ex.	एक धाागाा 10 सेेमीी त्रि�ज्याा और 24 सेेमीी ऊँँचााई वाालेे बेलन के चाारोंं� ओर एक 
बाार लपेटाा गयाा है। धाागेे कीी लंंबााई ज्ञाात कीीजि�ए।

बेलेन कीी परि�धि� = 2πr = 2 × 3.14 × 10 = 62.8
	 h = 24 सेेमीी, चक्करोंं� कीी संख्याा (n) = 1

	 प्रत्येेक चक्कर कीी लम्बााई =    2 262.8 24  = 4519.84 67.2

	 धाागेे कीी लम्बााई = 67.2 सेेमीी

खोोखलाा बेेलन
(i)	 मोोटााई = (R – r)

(ii)	 पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेते्रफल = 2πrh +  2πRh 

	                         = 2πh(R + r)

(iii)	 कुुल पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल = 2πh(R +r) + 2π(R² – r²)

(iv)	 खोोखलेे बेेलन मेंं उपयोोग कि�ए गए पदाार्थथ काा आयतन
	 = π(R² – r²)h

(v)	 खोोखलेे बेेलन काा द्रव्यमाान (भाार) = घनत्व × पदाार्थथ काा 
आयंंतन

Ex.	एक खोोखलाा बेलन स्टीील काा बनाा है। इसकेे बााहरीी और भीीतरीी पाार्श्वव पृृष्ठीीय 
क्षेेत्रफल मेंं अंंतर 132 सेेमीी2 है। बेलन कीी ऊंचााई 21 सेेमीी है और इसकीी 
आंंतरि�क और बााहरीी त्रि�ज्याा काा योोग भीी 21 सेमीी है। खोोखलेे बेेलन काा कुल 
पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल (सेेमीी2 मेंं) ज्ञाात करंें।

2πh(R – r) = 132 ⇒ R – r = 1
	 R + r = 21 सेेमीी (दि�याा है) ⇒ R = 11 सेेमीी, r = 10 सेेमीी
	 अत : खोोखले ेबेलेन काा कुल पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल = 2πh(R + r) + 2π (R2 – r2)

	 = 2π(R + r) [h + R – r]]

	 = 2 × 22
7

 × 21 [21 + 1] = 6 × 22 × 22 = 2904 सेेमीी2  
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शंंकुु
	 शंंकुु एक त्रि�वि�मीीय आकृृति� है, जि�सकाा 

एक वृृत्तीीय आधाार होोताा है। इस आधाार 
केे प्रत्येेक बिं� दु ुको ो एक साामाान्य बिं� दु ु
(जि�सेे शीीर्षष कहतेे हैं ) से े जो ोड़नेे वा ालेे 
रेेखााखंंड मि�लकर शंकुु बनाातेे हैं।

सम वृृत्तीीय शंंकुु

कि�सीी समकोोण त्रि�भुुज कोो उसकीी कि�सीी एक भुुजाा (कर्णण के अति�रि�क्त) के परि�तःः 
परि�क्रमण करनेे पर प्रााप्त ठोोस कोो शंकुु याा लंंब वृृत्तीीय शंकुु कहतेे हैं।
माान लीीजि�ए कि� एक शंकुु बनाानेे के लि�ए समकोोण त्रि�भुुज ABC कोो उसकीी भुुजाा 
AB के चाारोंं� ओर घुमाायाा जााताा है; तब AB बनेे शंकुु कीी ऊंचााई (h) है, BC 
इसकेे आधाार कीी त्रि�ज्याा (r) है और AC ति�रछीी ऊंचााई(l) है।

      

(i)	 ति�र्ययक ऊँँचााई = +r² h²

(ii)	 पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πrl

(iii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πr(r + l)

(iv)	आयतन = 21 r h
3


Ex.	एक शंक्वााकर टैंट जोो कपड़े सेे बनाायाा गयाा है उसकाा आयतन 1232 मीी3 है 
तथाा आधाार काा क्षेेत्रफल 154 मीी2 है। अगर कपड़े कीी चौौड़ााई 2 मीी है तोो 
टंैंट बनाानेे के लि�ए कि�तनेे लंंबेे कपड़े कीी जरूरत होोगीी।

 πR2 = 154 मीी2 ⇒ R = 7 मीी

	 & πR2h = 1232 मीी3 ⇒ 
h
3

 =1232
154

 ⇒ h = 24 मीी

	 ∴ l = 25 मीी (7, 24, 25 के त्रि�क सेे)
	 तम्बूू बनाानेे के लि�ए आवश्यक कैनवाास काा क्षेेत्रफल = πrl

	 जोो आयतााकाार कैनवाास के क्षेेत्रफल के बरााबर होोगाा।

	 ⇒ 	 22
7

× 7 × 25 = 2 × कैैनवाास कीी लम्बााई

	 ⇒	 कैैनवाास कीी लम्बााई = 275 मीी

+	S कि�सीी शंकुु के वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल कोो व्यक्त करत है, तथाा h ऊँँचााई और 
α अर्द्धध शीीर्षष कोोण कोो व्यक्त करताा है, तब S काा माान होोगाा?

	 =
rtan
h

 ⇒ r = h tanα

	 =
hcos
l

⇒ l = h secα

	 शंंकुु काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πrl 

	 = πh²seca. tanα 

शंंकुु कोो कााटनेे पर

+	 शंंकुु कोो कााटनेे से बनेे सभीी त्रि�भुुज एक दूसूरेे के समरूप होोतेे हैं।
(A)	

+	माानाा, V बड़े शंकुु काा आयतन तथाा v छोोटेे शंंकुु काा आयतन है

	

= =

= = =

2
2

2
2

3 3 3

3 3 3

1 R HV R H3(ii)     1v r hr h
3

V H R L      (iii) 
v h r





l

(B)	 शंंकुु के 5 भाागोंं� के क्षेते्रफल काा अनुपुाात 
	 = 12 : 22 – 12 : 32 – 22 : 42 – 32 : 52 – 42

	 = 1 : 3 : 5 : 7 : 9

	 शंंकुु के 5 भाागोंं� के आयतन काा अनुुपाात 
	 = 13 : 23 – 13 : 33 – 23 : 43 – 33 : 53 – 43

	 = 1 : 7 : 19 : 37 : 61

समकोोण त्रि�भुुज कोो घुुमाानेे पर बनाा शंंकुु

Ex.	5 सेेमीी, 12 सेेमीी और 13 सेेमीी भुुजााओं ंवाालेे एक समकोोण त्रि�भुुज ABC 
कोो 12 सेमीी भुुजाा के परि�तःः घु  माायाा जााताा है । इस प्रकाार प्रााप्त ठोोस काा 
आयतन क्याा है?

r = 5 सेेमीी, h = 12 सेेमीी

	 शंंकुु काा आयतन = 1
3

πr2h = 1
3

π × 52 × 12 = 100 πसेेमीी3
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Ex.	एक समकोोण  त्रि�भुुज  जि�सकीी भु ुजााएँँ 15 से ेमीी और 20 से ेमीी (कर्णण के  

अलाावाा) हंैं, कोो उसकेे कर्णण के चाारोंं� ओर घुमाायाा जााताा है। इस प्रकाार बनेे 
दोोहरेे शंकुु काा आयतन ज्ञाात कीीजि�ए?

	  

	
5 20r 12
25

1 ×
= =  सेेमीी

	 आयतन = 1
3

× 122 × (9 + 16) 

	 = 48π × 25 = 1200π सेेमीी3   

त्रि�ज्यखंंड कोो घुुमाानेे पर बनाा शंंकुु

	 जब कि�सीी त्रि�ज्यखंड कोो इस प्रकाार घुमाायाा जााताा है कि� इसकीी दोो त्रि�ज्यााएँँ जुुड़ 
जाातीी हैं, तोो एक शंकुु काा नि�र्माा�ण होोताा है। 

1.	 R सेेमीी त्रि�ज्याा के एक समकोोणीीय त्रि�ज्यखंड कोो घुमाा कर बनाा शंकुु

	 	

	

ππ⇒ = ⇒ = =
R R2 r r & R
2 4

l

	 शंंकुु कीी ऊँँचााई (h) = 2 – r²l

	 = =
2

2 R 15RR –
16 4

	 शंंकुु काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = त्रि�ज्यखंड काा क्षेेत्रफल = π
2R

4
 

	 शंंकुु काा आयतन 
21 R 15R

3 4 4
π  = × × 

 

	
315 R

192
π

=

2.	 R सेेमीी त्रि�ज्याा के कि�सीी अर्द्धधवृत्तााकाार त्रि�ज्यखंड कोो घुमाानेे सेे बनाा शंकुु

	
	 शंंकुु कीी ऊँँचााई (h) 

	
=

2
2 2 R 3R– r² = R – =

4 2
l

	 शंंकुु काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = त्रि�ज्यखंड काा क्षेेत्रफल = π
2R

2

	 शंंकुु काा आयतन 1= r²h
3
π

	
2 31 R 3R R= × × =

3 4 2 8 3
ππ

Ex.	एक शंकुु 35 सेेमीी त्रि�ज्याा और 90° के कोोण वाालेे वृत्त सेे बनाा है। शंकुु काा 
कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल कि�तनाा है?

कोोण = 90° (वृृत्त काा 1
4
भााग)

	 त्रि�ज्यखंड कीी त्रि�ज्याा (R) = 35 = l

	 शंंकुु कीी त्रि�ज्याा (r) = 35
4

	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πr(l + r)

	 = 22
7

 × 35
4

3535
4

 
   

 = 55
2

 × 175
4

= 1203.125 सेेमीी2

Ex.	28 सेेमीी व्याास वाालीी धाातुु कीी एक अर्धधवृत्तााकाार शीीट कोो एक खुुलेे शंक्वााकाार 
कप के आकाार मेंं मोोड़ाा गयाा है। कप कीी धाारि�ताा है? 

कप कीी धाारि�ताा π 3r=
8 3

	  = × × ×
× ×

22 14 14 14
7 8 1.732

 = 622.36 सेमेीी3

छि�न्नक
यदि� कि�सीी शंकुु कोो उसकेे आधाार के समांं�तर समतल द्वााराा कााटाा जााताा है तोो इस 
समतल और आधाार के बीीच ठोोस भााग शंकुु काा छि�न्नक कहलााताा है।

 

           

(i)	 छि�न्नक काा आयतन = 1
3

π(R² + r² + Rr) h 

	 (शंंकुु के आयतन = 1
3

πr2h सेे तुुलनाा करंें)

(ii)	 पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = π(R + r)l

	 (शंंकुु के पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πrl सेे तुुलनाा करंें)
(iii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πl(R + r) + π(R² + r²) 

	 (शंंकुु के कुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = πr (r+l) सेे तुुलनाा करंें)

	 जहाँँ�  l = +2 2h (R – r)  
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Ex.	22.5 मीी ऊंंचाा एक तम्बूू एक शंंकुु केे छि�न्नक केे आकाार काा हैै जि�सकेे ऊपर 
एक अर्धधगोोलाा लगाा हुआ हैै। यदि� छि�न्नक केे ऊपरीी और नि�चलेे वृृत्तााकाार सि�रोंं� 
केे व्याास क्रमशःः  21 मीी और 39 मीी हंैं, तोो तम्बूू बनाानेे मेंं इस्तेेमााल कि�ए 
गए कपडे़े काा क्षेेत्रफल (वर्गग मीीटर मेंं) ज्ञाात करंें (बर्बाा�दीी कोो नजरअंंदााज करतेे 
हुए)।

l = 2 2h + (R – r)  

	 = 
2

2 39 2112 + –
2 2

 
   

= 15

	 आवश्यक क्षेेत्रफल 

	 = π(r + R)l + 2πr²

	 = 
22 21 39+
7 2 2

 
   

15 + 2 × 
22
7

 × 
221

2
 
   

 

	 = 
22 60×
7 2 × 15 + 2 × 22 21 21× ×

7 2 2
   

	 = 
22 1341 14751× =
7 2 7

= 2107 2
7

मीी²

गोोलाा
गोोलाा अपनेे कि�सीी भीी व्याास केे चाारोंं� ओर एक वृतृ्त कोो घुमुााने ेपर प्रााप्त एक ठोोस हैै। 
(i)	 गोोलेे काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4πr²

(ii)	 गोोलेे काा आयतन = 4 r³
3


+	माानाा V1 तथाा V2 और S1 तथाा S2 दोो 
गोोलेे केे आयतन और क्षेेत्रफल हंैं। 

	 	

Ex.	एक गोोलााकाार गेंदं काा व्याास ज्ञाात कीीजि�ए जि�सकाा आयतन 38.808 सेमेीी3 हैै। 

गोोलेे काा आयतन = 4
3

πr3 ⇒ 38.808 = 4
3

× 22
7

× r3

	 ⇒ r = 2.1

	 ∴ व्याास = 2.1 × 2 = 4.2 सेेमीी
Ex.	दोो गोोलोंं� केे पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल काा अनुुपाात 4 : 9 हैै। उनके आयतन काा अनुुपाात 

होोगाा।
33

2 322
1 1

2 3
2 2

3
2V S 4 2 2 8

V S 9 3 3 27
    = = = = =    

    

Ex.	 वि�भि�न्न साामग्रि�योंं� केे दोो गोोलेे केे वजन काा अनुुपाात 8: 17 हैै और प्रत्येेक 
केे प्रति� 1cc साामग्रीी केे वजन काा अनुुपाात 289 : 64 हैै। दोोनोंं� गोोलेे कीी 
त्रि�ज्यााओं ंकाा अनुुपाात ज्ञाात कीीजि�ए।

घनत्व = 

	 गोोलेे केे आयतन काा अनुुपाात = ×
=

×

8
8 64289

17 289 17
64

	 ⇒ 
π × ×  = ⇒ = ⇒ = × ×  π

3 331
1 1
3

3 2 2
2

4 r 8 8 8 r 8 r 83
4 17 17 17 r 17 r 17r
3

खोोखलाा गोोलाा
यह दोो संंकंेंद्रि�त गोोलोंं� केे बीीच घि�राा हुआ ठोोस हैै। 
माानाा एक गोोलााकाार शैैल कीी बााहरीी त्रि�ज्याा R और 
आंंतरि�क त्रि�ज्याा r हैै, तब
(i)	 आयतन = गोोलााकाार खोोल में ंपदाार्थथ काा आयतन 

	 = 4 (R³ – r³)
3


(ii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4π(R² – r²)

Ex.	एक खोोखलीी गोोलााकाार धाातुु कीी गेंंद काा बााहरीी व्याास 6 सेेमीी हैै और मोोटााई 
1
2

 सेेमीी हैै। गेंंद केे आयतन काा माान (सेेमीी3 मेंं) हैै  

गेंंद काा आयतन = 
  π   

   

3
34 13 – 3 –

3 2

	 =  ×  
 

4 22 12527 –
3 7 8

 =  ×  
 

4 22 216 –125
3 7 8

	 = 4 22 91 143 247
3 7 8 3 3
× × = =  सेेमीी3

अर्द्धगगोोलाा
जब एक ठोोस गोोलेे कोो उसकेे कंेंद्र सेे दोो बरााबर (समाान) टुुकड़ोंं� मेंं कााटाा जााताा 
हैै, तोो प्रत्येेक टुुकडे़े कोो गोोलाार्द्धध अथवाा अर्द्धधगोोलाा कहाा जााताा हैै।
(i)	 पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2πr² 

(ii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 
	 = 2πr2 + πr2 = 3πr²

(iii)	 आयतन = 2
3

πr3

Ex.	 एक ठोोस अर्धधगोोले ेकाा आयतन 19404 सेमेीी3 हैै। इसकाा कुुल पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल हैै:
2
3

πr3 = 19404 ⇒ ×
2 22
3 7

× r3 = 19404

	 ⇒ r3 = × ×
×

19404 3 7
2 22

 = 9261	⇒ r = 
1
3(9261)  = 21 सेेमीी

	 ∴ कुुल पृृष्ठीीय क्षेते्रफल = 3πr2 = 3 × 22
7

 × 21 × 21 = 4158 सेमेीी2

अर्द्धगगोोलीीय शेले
(i)	 पाार्श्वव पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल = 2π(R2 + r2) 

(ii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 

	 = 2πR2 + 2πr2 + π(R2–r2) 

	 = 3πR² + πr² 

(iii)	 आयतन = 2
3
(R3 – r3)

Ex.	एक अर्धधगोोलााकाार कटोोराा चांं�दीी सेे बनाा हैै और इसकाा आंंतरि�क व्याास 4 सेमेीी हैै। 
यदि� चांं�दीी कीी मोोटााई 0.5 सेमेीी हैै, तोो कटोोरेे कोो बनााने ेमें ंउपयोोग कीी गई चांं�दीी 
कीी माात्राा दशमलव केे दोो स्थाानोंं� तक सहीी ढंंग सेे ज्ञाात करंें ( π =  3.14 काा 
उपयोोग करंें)।

 r = 2 सेेमीी, R = 2 + 0.5 = 2.5 सेेमीी

	 प्रयोोग कीी गई चाँँ� दीी कीी माात्राा = 2
3
(R3 – r3)

	 = 
2
3

× 3.14 (2.53 – 23) =  
2
3

× 3.14 × 7.625  

	 = 15.96 सेेमीी3
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साारांं�श 

पि�घलनेे और पुुनर्ररचनाा कीी अवधाारणाा

पि�घलीी हुई वस्तुु काा आयतन = पुुनर्ररचनाा के बााद वस्तुु काा आयतन
Ex.	एक बड़े ठोोस घन कोो पि�घलााकर 'N' छोोटेे ठोोस गोोलेे बनााए गए हैं, जि�नमेंं सेे 

प्रत्येेक कीी त्रि�ज्याा 3 सेमीी है, और 'N + 2' छोोटेे ठोोस घनााभ बनााए गए हैं, 
जि�नकीी प्रत्येेक भुजाा 4 सेेमीी × 4 सेेमीी × 6.5 सेेमीी है। यदि� बड़े ठोोस घन 
कीी प्रत्येेक भुुजाा कीी लंंबााई 12 सेेमीी है, तोो 'N' काा माान ज्ञाात कीीजि�ए। 

 

	 दि�याा है, छोोटेे गोोलोंं� कीी त्रि�ज्याा = 3 सेेमीी
	 घनााभ काा आयतन = (4 × 4 × 6.5) सेेमीी3

	 घन कीी भुुजाा = 12 सेेमीी
	 प्रश्नाानुुसाार,
	 12 × 12 × 12  = 

4 22× × 3× 3× 3× N
3 7

 
   

 + (N + 2) (4 × 4 × 6·5)

	 ⇒ 1728 = 88
7

× 9N + 104N + 208

	 ⇒ 1520 = 792
7

 × N + 104N ⇒ 1520 = 1520
7

N  ⇒ N = 7

Ex.	 45 सेेमीी ऊँँचेे एक ठोोस लम्ब-वृृत्तााकाार शंकुु के छि�न्नक के सि�रोंं� कीी त्रि�ज्यााएँँ 
28 सेेमीी और 7 सेेमीी हैं। यदि� इस छि�न्नक कोो पि�घलााकर एक ठोोस लम्ब-
वृृत्तााकाार बेलन बनाायाा जााए, जि�सकेे आधाार कीी त्रि�ज्याा और ऊँँचााई काा अनुुपाात 
3 : 5 है, तोो इस बेलन काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल (सेेमीी2 मेंं) ज्ञाात कीीजि�ए।

	 छि�न्नक काा आयतन = बेेलन काा आयतन  2 2 21 H R Rr r r h
3

    

	 2 2 245 28 (28 7) 7 9 5
3

        x x ⇒ 784 + 196 + 49 = 3x3

	 ⇒ 1029 = 3x3  ⇒ x3 = 343 ⇒ x = 7

	 ∴ बेेलन कीी त्रि�ज्याा = 3 × 7 = 21 सेेमीी
	 बेेलन कीी ऊँँचााई  = 5 × 7 = 35 सेेमीी
	 ∴ बेेलन काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2πrh = 2 × 22

7
 × 21 × 35 

	     = 4620 सेेमीी2

Ex.	7 सेेमीी त्रि�ज्याा और 7 सेेमीी ऊँँचााई वाालेे एक ठोोस शंकुु कोो 7 सेेमीी त्रि�ज्याा 
वाालेे दोो ठोोस गोोलोंं� के सााथ पि�घलााकर 7 सेेमीी त्रि�ज्याा वाालाा एक ठोोस बेलन 
बनाायाा गयाा। बेेलन काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल (सेेमीी2 मेंं) क्याा है? 

  

	 (शंंकुु + 2 गोोलेे) काा आयतन = बेेलन काा आयतन

	 ⇒ 1
3

× π × 7² × 7 + 2 × 4
3

π × 7³ = πR²h

	 ⇒ 1
3

π × 343 × (1 + 8) =  πR²h

	 ⇒  R²h = 343 × 3 ⇒  49 × h = 343 × 3 ⇒ h = 21 सेेमीी
	 ∴ बेेलन काा वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2πrh

	 = 2 × 22
7

× 7 × 21 = 44 × 21 = 924 सेेमीी²

Ex.	3 सेेमीी और 4 सेेमीी आधाार त्रि�ज्यााओं ंवाालेे बरााबर ऊंचााई वाालेे दोो लम्ब वृृत्तीीय 
शंंकुुओं ंकोो एक सााथ पि�घलााकर 5 सेेमीी त्रि�ज्याा वाालाा एक ठोोस गोोलाा बनाायाा 
जााताा है। शंकुु कीी ऊंचााई है:

	 दोो शंकुुओं ंकाा आयतन = गोोलेे काा आयतन

	 ⇒ π × × + π × × = π ×2 2 31 1 43 h 4 h 5
3 3 3

	 ⇒ 9h + 16h = 4 × 125 ⇒ h = ×4 125
25

 = 20 सेेमीी

Ex.	धाातुु के तीीन घन जि�नके कि�नाारेे क्रमशःः  6 सेेमीी, 8 सेेमीी और 10 सेेमीी हैं। 
कोो पि�घलाायाा जााताा है और एक घन बनाायाा जााताा है। नए बनेे घन के कि�नाारेे 
कीी लंंबााई क्याा है?

	 पुुनःः नि�र्मि�ित घन का ा आयतन = तीीन घनोंं� के आयतन काा योोग
	 ⇒ a3 = 63 + 83 + 103 = 216 + 512 + 1000 = 1728

	 ⇒ a = 
1
3(1728)  = 12 सेेमीी
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त्रि�वि�मीीय क्षेते्रमि�ति�
Ex.	आंंतरि�क और बााह्य व्याास क्रमशःः  6 सेेमीी और 10 सेेमीी वाालेे एक खोोखलेे 

गोोलेे कोो पि�घलााकर 8 सेेमीी व्याास वाालाा एक लम्ब वृृत्तीीय शंकुु बनाायाा गयाा 
हैै। शंकुु कीी ऊँँचााई है:

 

	 शंंकुु काा आयतन = खोोखलेे गोोलेे काा आयतन

	 ⇒ π × × = π2 3 31 44 h (5 – 3 )
3 3

	 ⇒ h = = =
125 – 27 98 49

4 4 2
 = 24.5 सेेमीी

Ex.	16 सेमीी व्याास और 2 सेेमीी ऊंचााई वाालेे एक ठोोस बेेलन कोो पि�घला ाकर 
समाान आकाार के 12 गोोलेे बनााए गए हैं। प्रत्येेक गोोलेे काा व्याास है:

	 12 गोोलोंं� काा आयतन = बेेलन काा आयतन

	 ⇒ 12 × 4
3

 πr3 = π × 82 × 2

	 ⇒ r3 = × ×
×

64 2 3
12 4

 = 8 ⇒ r = 2 सेेमीी

 खुुदााई और नि�काालीी गई मि�ट्टीी कीी अवधाारणाा

'D' मीीटर व्याास याा 'r' मीीटर त्रि�ज्याा वाालाा एक कुुआंं
'h' मीीटर गहराा खोोदाा गयाा है। यदि� नि�काालीी गई 
मि�ट्टीी को ो इसकेे चा ारोंं� ओर 'w' मीीटर चौौड़ााई में ं 
फैैलााकर एक गोोलााकाार तटबंध बनाायाा गयाा है, तोो 
तटबंध कीी ऊंचााई 

= ( )+

2r h
w w D

Ex.	20 मीी व्याास वाालाा एक कुआँँ 14 मीी गहराा खोोदाा जााताा है और नि�काालीी गई 
मि�ट्टीी कोो चबूतराा बनाानेे के लि�ए उसकेे चाारोंं� ओर 5 मीी कीी चौौड़ााई में फैलाा 
दि�याा जााताा है। चबूतरे कीी ऊंचााई है:

तटबंध काा आयतन = कुएँँ काा आयतन 

	 (नि�काालीी गई मि�ट्टीी काा आयतन)
	 ⇒ π(152 – 102) h = π × 102 × 14

	 ⇒ h = × ×
=

10 10 14 56
125 5

 = 11.2 मीी

	 तटबंध कीी ऊँँचााई = ( )+

2r h
w w D

	 = ( )
× ×
+

10 10 14
5 5 20  = 1400

125
 = 56

5
 = 11.2 मीी

Ex.	एक मैदैाान 125 मीी लंंबाा और 15 मीी चौौड़ाा है। इसमें ं10 मीी × 7.5 मीी × 6 मीी 
काा एक टैंक खोोदाा गयाा और इस तरह खोोदीी गई मि�ट्टीी कोो शेषे मैदाान पर समाान 
रूप से फैलाा दि�याा गयाा। इस प्रकाार मैदाान कीी ऊँँचााई में वृद्धि� कि�सकेे बरााबर है?

शेेष मैदाान = मैैदाान काा क्षेेत्रफल – टैंक काा क्षेेत्रफल
	 = 125 × 15 – 10 × 7.5 = 1800 मीी2 
	 खोोदीी गई मि�ट्टीी काा आयतन = 10 × 7.5 × 6 = 450मीी3

	 दीी गई शर्तत से, 1800 × h = 450

	 ⇒ h = सेेमीी = 25 सेेमीी	

एक पाात्र कोो दूसूरे ेआकाार केे पाात्र सेे भरनाा
t समय मेंं पााइप (बेेलनााकाार / घनााभ) सेे बहनेे वाालेे पाानीी काा आयतन = टैंक 
काा आयतन (बेेलनााकाार / घनााभ)
⇒	 आधाार का ा क्षेेत्रफल  × प्रवााह की ी गति� × समय  = टैं क काा आयतन 

(बेेलनााकाार / घनााभ)

(a)	 πr² × v × t = πR²h याा LBH याा 1
3

πR2H 

(b)	 l × b × v × t = LBH याा πR²h   

Ex.	पाानीी एक बेलेनााकाार पााइप जि�सकीी त्रि�ज्याा 7 सेमीी है, से 5 मीी प्रति� सेकंेंड कीी 
गति� से बहताा है। 1.54 मीी ऊँँचााई और आधाार काा क्षेते्रफल (3 × 5) वर्गग मीीटर 
वााले ेएक खाालीी पाानीी के टैंक कोो भरने ेमें ंलगनेे वाालाा समय हैै।

 πr2 (vt) = आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई	

	 ⇒ × ×
22 7 7
7 100 100

 × 5t = (3 × 5) × 1.54

	 ⇒ t = 300 सेेकंंड = 5 मि�नट
Ex.	5 मि�मीी व्याास वाालेे एक बेेलनााकाार पााइप सेे 10 मीी प्रति� मि�नट कीी दर सेे 

पाानीी बहताा है। एक शंक्वााकाार बर्ततन कोो भरनेे में कि�तनाा समय लगेेगाा जि�सकाा 
आधाार व्याास 30 सेमीी और गहरााई 24 सेेमीी है?

πr2 (vt) = 1
3

πR2H

	 ⇒ 0.25 × 0.25 × 1000t  = 1
3

× 15 × 15 × 24

	 ⇒ t = =
144 428

5 5
 मि�नट = 28 मि�नट, 4

5
 × 60 सेंंकड

	 = 28 मि�नट 48 सेेकंंड
Ex.	20 सेेमीी आंतरि�क व्याास वाालेे एक वृृत्तााकाार पााइप के मााध्यम सेे 3 कि�मीी/

घंंटाा कीी दर सेे पाानीी 10 मीी व्याास और 2 मीी गहरााई वाालेे एक वृृत्तााकाार टैंक 
मेंं बह रहाा है। कि�तनेे समय में टैंक भर जााएगाा?

पााइप सेे t घंटेे मेंं पाानीी बहताा है = वृृत्तााकाार टंकीी काा आयतन

	 ⇒ πr2 (vt) = πR2H ⇒ t = × × × ×
= =

× ×

2

2

R H 5 5 2 100 100 5
r v 10 10 3000 3

	 = 1 घंंटाा, 2
3

 × 60 मि�नट = 1 घंंटाा, 40 मि�नट
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त्रि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�
Ex.	200 मीी लंंबेे और 150 मीी चौौडे़े एक टैंक में पाानीी 0.3 मीी × 0.2 मीी क्रॉॉस-

सेेक्शन वाालेे पााइप के मााध्यम सेे 20 कि�मीी/घंंटाा कीी गति� सेे बहताा है। तोो 
टंैंक में पाानीी काा स्तर 8 मीी तक पहुंचनेे मेंं लगनेे वाालाा समय (घंंटोंं� मेंं) है:

माानाा टैंक में पाानीी काा स्तर 8 मीी तक पहुंचनेे मेंं t घंटेे काा समय 

लगताा है

	 ∴ पााइप द्वााराा t घंटेे में ंभराा गयाा पाानीी = पाानीी कीी टंकीी काा आयतन

	 ⇒ क्रॉॉस सेेक्शन काा क्षेेत्रफल × (v × t) = l × b × h

	 ⇒ 0.3 × 0.2 × 20000t = 200 × 150 × 8

	 ⇒ t = × ×
× ×

200 150 8
0.3 0.2 20000

= 200 घंंटेे

Ex.	तरल रूप में कुछ दवाा 36 सेेमीी व्याास वाालेे अर्धधगोोलााकाार कंटेेनर मेंं तैैयाार कीी 
जाातीी है। जब कंटेेनर दवाा सेे भर जााताा है, तोो दवाा कोो 6 सेेमीी व्याास और 6 
सेेमीी ऊंचााई वाालीी छोोटीी बेेलनााकाार बोोतलोंं� मेंं स्थाानांं�तरि�त कर दि�याा जााताा है। 
कंंटेेनर कोो खाालीी करनेे के लि�ए कि�तनीी बोोतलोंं� कीी आवश्यकताा होोगीी?

 

	 अर्द्धधगोोलेे काा व्याास = 36 सेेमीी
	 अर्द्धधगोोले ेकीी त्रि�ज्याा (r1) = 18 सेमेीी
	 बेेलन काा व्याास = 6 सेेमीी
	 बेेलन कीी त्रि�ज्याा (r2) = 3 सेमेीी
	 माानाा n बेलनााकाार बोोतलोंं� कीी आवश्यकताा है।
	 ∴ अर्द्धधगोोलेे काा आयतन = n × बेेलन काा आयतन

	 3 2
1 2

2 r n r h
3

      

	 ⇒ 
2
3

× 18 × 18 × 18 =  n × 3 × 3 × 6 ⇒ n = 72

Ex.	 6 सेमीी आंतरि�क त्रि�ज्याा वााले ेएक अर्धधगोोलााकाार कटोोरेे में एक द्रव है। इस द्रव 
कोो 2 सेमीी व्याास और 4 सेमीी ऊँँचााई वाालीी बेलेनााकाार छोोटीी बोोतलोंं� में ंभरनाा है। 
कटोोरेे कोो खाालीी करने ेके लि�ए कि�तनीी बोोतलोंं� कीी आवश्यकताा होोगीी?

	 (a)  32          (b)  37          (c)  38          (d)  36

	                                                      	            [सहीी उत्तर = (d)]

ऊंंचााई मेंं वृृद्धि� कीी अवधाारणाा
Ex.	एक शंक्वााकाार बर्ततन , जि�सकीी आंतरि�क त्रि�ज्याा 20 से ेमीी और ऊंचााई 27 

सेेमीी है, पाानीी सेे भराा है। यदि� इस पाानीी कोो 15 सेेमीी आंतरि�क त्रि�ज्याा वाालेे 
बेेलनााकाार बर्ततन में डाालाा जााए, तोो पाानीी कि�तनीी ऊंचााई तक ऊपर उठेेगाा?

    

	 शंंकुु काा आयतन = बेेलन काा आयतन  ⇒ 1
3

× πr² h = π 2
1 1r h

	 ⇒ 1
3

× π × (20)² × 27 = π × (15)² × h1 ⇒ h1 = 16 सेेमीी

Ex.	एक बेेलन मेंं 16 सेेमीी कीी ऊंचााई तक थोोड़ाा पाानीी है। यदि� इसमेंं 9 सेेमीी 
त्रि�ज्याा काा एक गोोलाा डाालाा जााताा है, तोो पाानीी कीी ऊंचााई मेंं वृृद्धि� ज्ञाात कीीजि�ए, 
यदि� बेेलन कीी त्रि�ज्याा 12 सेेमीी है।

	 माानाा जल स्तर में वृृद्धि� h सेमीी है।

	 तब, गोोलेे काा आयतन = वृृद्धि� हुए पाानीी काा आयतन

	 π π⇒ = × ×3 24 (9) (12) h
3

⇒ h = 4 9 9 9
3 12 12

 



 = 27

4
 = 6.75 सेेमीी

Ex.	कुुछ गोोलााकाार बर्फफ के  टुकडे़े, जि�नकाा व्याास 6 सेमीी है, कोो जूूस सेे भरे एक 
बेेलनााकाार कंटेेनर मेंं डाालाा जााताा है और पूरीी तरह से डूबाा दि�याा जााताा है। यदि� 
कंंटेेनर काा व्याास 18 सेमीी है और जूूस काा स्तर 40 सेमीी बढ़ जााताा है, तोो 
कंंटेेनर मेंं कि�तनेे बर्फफ के  टुकडे़े डाालेे गए हैं?

	
	 माानाा n बर्फफ के  टुकडे़े डाालेे गए है।

	 बेेलन काा आयतन = n × गोोलााकाार बर्फफ के  टुकड़ोंं� काा आयतन 

	 ⇒ π × 9 × 9 × 40 = 
4
3

 × π × (3)3 × n ⇒ n = 
9 9 40 3
3 3 3 4
  
   = 90
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त्रि�वि�मीीय क्षेते्रमि�ति�
Ex.	 6 सेमीी व्याास वााले ेदोो लोोहेे के गोोले े6 सेमीी त्रि�ज्याा वााले ेपाानीी से भरे एक 

बेलेनााकाार बर्ततन में डूबे ेहुए हैं। बर्ततन में पाानीी काा स्तर कि�तनाा बढ़ जााएगाा?	

	

	 दोो लोोहेे के गोोलेे काा आयतन = बेेलन काा आयतन

	 ⇒ 2 × 4
3

 × π × 33 = π × 62 × h 

	 ⇒ h = 2 सेेमीी

Ex.	14 सेेमीी आधाार त्रि�ज्याा वा ालेे एक बे ेलनााकाार बर्ततन को  ो कु छ ऊंचााई त क 
पाानीी से भराा गयाा है। यदि� 22 सेेमीी × 7 सेेमीी × 5 सेेमीी आयााम वाालेे एक 
आयतााकाार ठोोस कोो इसमेंं डुबोोयाा जााए तोो पाानीी के स्तर में कि�तनीी वृृद्धि� होोगीी?

	

	 बेेलन काा आयतन = आयतााकाार ठोोस काा आयतन

	 ⇒ 22
7

 × 14 × 14 × h = 22 × 7 × 5 

	 ⇒ h = 5
4

 = 1.25 सेेमीी

Ex.	35 सेेमीी व्याास वाालाा एक बेेलनााकाार टैंक पाानीी सेे भराा है। यदि� 11 लीीटर 
पाानीी नि�काालाा जााए तोो टैंक मेंं पाानीी काा स्तर कि�तनाा गि�र जााएगाा?

	 22
7

 
   

बेेलन काा आयतन = πr2h

	 ⇒ πr2h = 11 × 1000 सेेमीी3

	 ⇒ × ×
22 35 35
7 2 2

× h = 11 × 1000

	 ⇒ h = =
80 311
7 7

 सेेमीी 

Ex.	एक आयतााकाार टैंक जि�सकीी लंंबााई और चौौड़ााई क्रमशःः  2.5 मीी और 1.5 
मीी है, पाानीी से आधाा भराा हुआ है। यदि� टैंक में 750 लीीटर पाानीी और डाालाा 
जााताा है, तोो पाानीी काा स्तर कि�तनीी ऊंचााई तक ऊपर चलाा जााताा है?

अति�रि�क्त घनााभ काा आयतन = पाानीी काा आयतन

	 ⇒ 2.5 × 1.5 × h = 750
1000

 

	 ⇒ h = 0.2 मीी = 20 सेेमीी

त्रि�वि�मीीय आकृृति�योंं काा संंयोोजन

(i)	बे लन केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा शंंकुु

	 बेेलन काा आयतन : शंकुु काा आयतन

	
π π2 21= r h : r h = 3 :1

3 	

(ii)	बे लन केे अन्दर गोोलाा 

	 बेेलन कीी ऊँँचााई = गोोलेे काा व्याास = 2r
	 बेेलन काा आयतन : गोोलेे काा आयतन

	 π π2 34 4= r (2r) : r = 2 : = 3 : 2
3 3

(iii)	घन केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा बेेलन 
	                	 बेेलन कीी त्रि�ज्याा 

	

	 बेेलन कीी ऊँँचााई = घन काा कि�नााराा = a

	 घन काा आयतन : बेलन काा आयतन 

	  π 
 

2
3 a= a : a

2

	

22 1=1 : × =14 :11
7 4

(iv)	 घन केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा गोोलाा
 	 गोोलेे काा व्याास (2r) = घन कीी कोोर = a

	 घन काा आयतन : गोोलेे काा आयतन 

	 π  
 
 

3
3 4 a= a :

3 2
 

	 = 21: 11

(v)	 कि�सीी गोोलेे केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा घन 

	
	 घन काा वि�कर्णण = गोोलेे काा व्याास

	
⇒ ⇒

2r3 a = 2r a =
3

	 गोोलेे काा आयतन : घन काा आयतन

	
π  = = × = 

 

3
34 2r 4 22 8r : : 11 3 : 7

3 3 73 3 3
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(vi)	कि�सी ी शंंकुु केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा गोोलाा
	 ∆OCD ~ ∆OBA

	 ⇒ =
OD CD
OA AB

	 ⇒ =
R

h – r r
l

	 ⇒ l × r = hR – Rr 

	 ⇒ =
+
hRr

Rl

(vii)	कि�सीी शंंकुु केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा बेेलन
 	 ∆OCD ~ ∆OAB

	 (∠A = ∠C = 90º, ∠O उभयनि�ष्ठ)

	 ⇒ =
OC CD
OA AB

	 ⇒ =
H R

H – h r

(viii) शंंकुु केे अन्दर अधि�कतम आयतन काा घन
		 ∆OCD ~ ∆OAB

	 ⇒ =
OC CD
OA AB

	 ⇒  =
H R

H – a a / 2
  

	
 
∴ = = 
  

2a aAB
2 2

	 ⇒ a = 
2RH

2R H

(ix)	गोोलाार्द्धध केे अंंदर सबसेे बड़ाा घन
	 माानाा R अर्द्धधगोोले ेकीी त्रि�ज्याा है और x घन 

कीी भुजुाा है। C गोोलाार्द्धध काा केन्द्र है।
	 BD = 2x   

	 ∴ BC = 
2

x
 

	 ∆ABC में,ं AC² = AB² + BC² ⇒ R² = 
23

2
x  ⇒ x = 2R

3

(x)	 एक गोोलेे केे अंंदर बेेलन

	

(xi)	  एक गोोलेे केे अंदंर शंकुंु

	

Ex.	सबसे बड़ाा संभाावि�त गोोलाा 6 सेमीी भुुजाा वाालेे घन मेंं बनाायाा गयाा है। गोोलेे 
काा आयतन क्याा है?

सबसे ेबड़े  सम्भाावि�त गो ोले ेकी ी 

त्रि�ज्याा  = 6
2

 = 3 सेेमीी

	 गोोलेे काा आयतन = π 34 r
3

	 = 4 22
3 7
 × 3 × 3 × 3 = 792

7
सेेमीी3

	
	 घन काा आयतन = a³ = 6³ = 216 

	
Ex.	एक गोोलाा 14 सेेमीी भुुजाा वाालेे एक घन के आठ कोोनोंं� सेे होोकर गुुजरताा है। 

गोोलेे काा आयतन (सेेमीी3 मेंं) ज्ञाात कीीजि�ए। (π = 22
7

 काा प्रयोोग करंें)

घन कीी भुुजाा = 14 सेेमीी
	 ⇒ घन काा वि�कर्णण = 14 3

	 ⇒ गोोले ेकीी त्रि�ज्याा = 
14 3

2
= 7 3

	 ∴ गोोलेे काा आयतन = 34 r
3
   

	 = 4 22× × 7 3 × 7 3 × 7 3
3 7

 

	 = 88 × 49 3  

	 = 4312 3 सेेमीी3 

	
Ex.	उस सबसेे बड़े लम्ब वृत्तीीय शंकुु काा आयतन क्याा है जि�सेे 10 सेेमीी भुुजाा वाालेे 

घन सेे कााटाा गयाा है?

	 शंंकुु कीी ऊँँचााई = घन कीी ऊँँचााई

	 शंंकुु कीी त्रि�ज्याा 1
2

   घन कीी चौौड़ााई 
	 दि�याा है, कि�नााराा = 10 सेेमीी
	 ∴ शंंकुु काा आयतन 1 r²h

3
 

1 5 5 10
3

   

	 250
3

 सेेमीी3
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Ex.	एक ठोोस अर्धधगोोलेे मेंं सेे अधि�कतम आयतन वाालाा एक गोोलाा कााटाा गयाा है। 

गोोलेे के आयतन काा शेेष ठोोस के आयतन सेे अनुुपाात क्याा है?

   

	  गोोलेे काा आयतन	 :	 शेेष काा आयतन 

		  34 r
3
 		  :	  3 32 42r r

3 3
  

		  34 r
3
 		  :	 3 32 48r r

3 3
  

		  34 r
3
 		  :	 312 r

3


		  1 		  : 	 3

	 ∴आवश्यक अनुुपाात = 1 : 3

Ex.	10 सेेमीी भुुजाा वाालेे एक घनााकाार ब्लॉॉक के प्रत्येेक फलक सेे 4 सेेमीी व्याास 
काा एक अर्धधगोोलााकाार गड्डाा कााटाा जााताा है । शेष ठोोस काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 

(सेेमीी2 मेंं) ज्ञाात कीीजि�ए। (π = 22
7

 काा प्रयोोग करंें)

	 अर्द्धधगोोलेे कीी त्रि�ज्याा = 4
2

= 2 सेेमीी

	 आवश्यक पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = घन काा कुल 
पृृष्ठीीय  क्षेेत्रफल  – 6 × घन के   प्रत्येेक 
फलक के शीीर्षष पर बनेे वृृत्त काा क्षेेत्रफल 
+ 6 × घन के   प्रत्येेक फलक प र बने े 
अर्धधगोोलेे काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल

	 = 6 × 102 – 6π × 22 + 6 × 2π × 22

	 = 600 + 24π

	 = 600 + 24 × 
22
7

= 600 + 528
7

	 = 600 + 375
7

= 675 3
7
सेेमीी2

Ex.	एक खि�लौौनाा बनााने ेके लि�ए, एक बेलेन के एक सि�रे पर एक अर्धधगोोलाा और दूसूरेे 
सि�रे पर एक शंकुु लगाा हुआ है। बेलन, शंकुु और अर्धधगोोले ेकीी समाान त्रि�ज्याा 4.2 
सेमेीी है। बेलेन और शंकुु कीी ऊँँचााई 7 सेमेीी है। खि�लौौने ेकाा आयतन (सेमेीी3 में)ं 

ज्ञाात कीीजि�ए। (π = 22
7

 काा प्रयोोग करंें)

	 खि�लौौनेे काा आयतन = बेलन काा आयतन + अर्धधगोोलेे काा आयतन + शंकुु काा 
आयतन	

	 = πr2h + 2
3

πr3 + 1
3

 πr2h 

	 = πr2 (h + 2
3

r + h
3

)

	 = 22
7

 × 4.2×4.2 × (7+
2
3

 × 4.2 + 7
3

) 

	 = 672.672 सेेमीी³

ठोोस कोो कााटनेे कीी अवधाारणाा
	 (a)	 ठोोस काा आयतन नहींं बदलताा हैै।

Ex.	एक गोोलेे कोो अर्धधगोोलेे मेंं कााटाा जााताा है। उनमेंं सेे एक काा उपयोोग कटोोरेे के 
रूप में कि�याा जााताा है। 12 सेेमीी ऊंचााई और 6 सेेमीी त्रि�ज्याा वाालेे एक शंक्वााकाार 
बर्ततन कोो भरनेे में इसकीी 8 कटोोरि�यांं� लगतीी हैं। बेलन कीी त्रि�ज्याा है:

8 अर्द्धधगोोलोंं� काा आयतन = शंकुु काा आयतन

	 ⇒ 8 × 2
3

 × π × r3 = 1
3

π × 62 × 12

	 ⇒ r3 = ×
= =

×

2 3 3

3

6 12 6 6
8 2 8 2

 ⇒  r = 6
2

 = 3 सेेमीी

	 (b)	 ठोोस काा पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल बढ़ जााताा हैै।

Ex.	50 सेेमीी × 40 सेेमीी × 30 सेेमीी आकाार के एक घनााभ कोो 3 कट द्वााराा 8 
समाान भाागोंं� में कााटाा जााताा है। सभीी 8 भाागोंं� काा संपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल (वर्गग 
सेेमीी में) क्याा है?	

	 कााटनेे से  प हलेे कु ल पृ ृष्ठीीय 
क्षेेत्रफल = 2(50 × 40 + 40 
× 30 + 30 × 50) 

	 = 9400 सेेमीी2

	 लंंबााई-चौौड़ााई, चौौड़ााई-ऊँँचााई और 
ऊँँचााई-लंंबााई के तीीन कट होोतेे हैं। 
इसलि�ए, प्रत्येेक कााट सेे अति�रि�क्त 
लंंबााई, चौौड़ााई और ऊँँचााई प्रााप्त 
होोतीी है।

	 आठ बरााबर भाागोंं� में  कााटनेे के 
बााद पृ ृष्ठीीय  क्षेेत्रफल  दोोगुुनाा हो ो 
जाायेेगाा।

	 ∴ कााटने ेके बााद कुल पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल = 2 × 9400 = 18800 सेमेीी2 

	 लंंबााई-चौौड़ााई, चौौड़ााई-ऊँँचााई और ऊँँचााई-लंंबााई के  ती ीन  कट हो ोतेे हैं । 
इसलि�ए, प्रत्येेक कट  लंंबााई, चौौड़ााई और ऊँँचााई को ो दोो समाान भा ागोंं� में ं 
वि�भााजि�त करताा है।

	 प्रत्येेक भााग के लि�ए नयाा आयााम = 25 सेेमीी × 20 सेमीी × 15 सेेमीी
	 प्रत्येेक भााग काा कुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2(25 × 20 + 20 × 15 + 15 × 

25) = 2350 सेेमीी2

	 8 भाागोंं� काा कुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2350 × 8 = 18800 सेेमीी2 
Ex.	एक ठोोस घन कीी भुुजाा 8 सेेमीी है। इसेे शीीर्षष फलक के वि�कर्णण के समांं�तर 

कााटकर 4 बरा ाबर भााग प्रा ाप्त कि� ए गए हैं । प्रत्येेक भााग काा संपूूर्णण  पृृष्ठीीय 
क्षेेत्रफल (सेेमीी2 मेंं) क्याा है?

 

	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2× 1
2

× 8 

× 4 + 8 × 8 + 8 × 4 2  × 2 

	 = 96 + 64 2
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Ex.	एक लम्ब वृत्तीीय बेलन कीी ऊँँचााई 18 सेेमीी और त्रि�ज्याा 7 सेेमीी है। बेलन कोो 

तीीन बरााबर भाागोंं� में कााटाा जााताा है (आधाार के समाानांं�तर 2 कटोो सेे)। कुल 
पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल में प्रति�शत वृृद्धि� क्याा है?

      

	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 2πr(h + r) = 44 × 25 = 1100 सेेमीी²
	 पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल में वृृद्धि� = 4πr² = 4 × 154 = 616 सेेमीी2

	 % वृृद्धि� = ×
616 100%

1100
= 56%

Ex.	17.5 सेेमीी व्याास वाालेे एक ठोोस गोोलेे कोो दोो बरााबर भाागोंं� मेंं कााटाा जााताा है। 
कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल मेंं कि�तनीी वृृद्धि� (सेेमीी2 मेंं) होोगीी?

हम जाानतेे है
	 ठोोस गोोलेे काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4πr²

	 जब इसेे दोो गोोलाार्थोंं मेंं आधाा भाागोंं� मेंं कााटाा जााताा है। 
	 तब, कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 3πr² + 3πr² = 6πr²

	 अतःः , क्षेेत्रफल मेंं वृद्धि� = 6πr² – 4πr² = 2πr²

	 = × × ×
22 17.5 17.52
7 2 2

 

	 = 481.25 सेेमीी2

+	

	 2 कट (4) भााग), 1 कट → 2 वृृत्त काा क्षेेत्रफल (वृृद्धि�)
	 4 भााग काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4πr2 + 4πr2 = 8πr2

	 प्रत्येेक भााग काा कुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल (चतुर्थांं�श गोोलाा) = 
28 r

4
  = 2πr2

Ex.	एक गोोलााकाार गेंंद कोो पहलेे पॉॉलि�श कि�याा जााताा है और फि�र उसेे 4 बरााबर 
टुुकड़ोंं� मेंं कााटाा जााताा है। पॉॉलि�श कि�ए गए क्षेेत्रफल और बि�नाा पॉॉलि�श कि�ए 
क्षेेत्रफल काा अनुुपाात क्याा है?

पॉॉलि�श कि�येे हुए भााग काा क्षेेत्रफल = 4πr2

	 बि�नाा पॉॉलि�श कि�येे हुए भााग काा क्षेेत्रफल 

	 = 4 × 
2

2r2 4 r
2

      
	

	 	 = 1 : 1

प्रि�ज्म

+	 प्रि�ज्म एक ठोोस होोताा है जि�सकेे दोो फलक समाानांं�तर 
	 और सर्वांं�गसम होोतेे हैं और उनके फलक (बहुभुुज) 

शीीर्षष सेे जुुड़तेे हैं । प्रि� ज्म मेंं आधाार के रूप में एक 
बहुभुुज हो ोताा है  और ऊ र्ध्वाा�धर भु जाा आधाार के  
लम्बवत होोतीी है।

(i)	 प्रि�ज्म काा वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = आधाार काा परि�मााप 
× ऊँँचााई

(ii)	 प्रि�ज्म काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल + 2 × आधाार काा 
क्षेेत्रफल

(iii)	 प्रि�ज्म काा आयतन = आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई
Ex.	एक समकोोण प्रि�ज्म काा आधाार एक त्रि�भुुज है जि�सकीी भुुजााएँँ 16 सेेमीी, 30 

सेेमीी और 34 सेेमीी हैं। इसकीी ऊँँचााई 32 सेमीी है। वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल 
(सेेमीी2 मेंं) और आयतन (सेेमीी3 में) क्रमशःः हैं :

प्रि�ज्म काा वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 
	 = परि�मााप × ऊँँचााई = (16 + 30 + 34) × 32 
	 = 2560 सेेमीी²
	 प्रि�ज्म काा आयतन  = आधाार काा क्षेते्रफल × ऊँँचााई

	 1
2

 × 30 × 16 × 32 = 7680 सेेमीी³

समबााहु त्रि�भुुजााकाार प्रि�ज्म

(i)	 वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 3ah

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 3ah + 2 × 23 a
4

 

(iii)	आयतन = 23 a h
4

जहाँँ�  a = समबााहु त्रि�भुुज कीी भुुजाा, h = प्रि�ज्म कीी ऊँँचााई

Ex.	6 सेमीी ऊँँचााई वााले ेएक त्रि�भुजुााकाार प्रि�ज्म काा कुल पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल162 3
सेमेीी2 है। यदि� प्रि�ज्म काा आधाार समबााहु है तोो इसकाा आयतन ज्ञाात कीीजि�ए ?

कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 162 3

	 ⇒ पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल  (LSA) + 2 × आधाार काा 
क्षेेत्रफल = 162 3

	 ⇒ 3a × 6 + 3
2

 a2 = 162 3  ⇒ a = 6 3

	 आयतन =  3
4  2

6 3 × h 

	 = 3
4

 × 6 × 6 × 6 × 3 = 162 3  सेेमीी3

वर्गाा�काार प्रि�ज्म

(i)	 वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4ah

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4ah + 2a²

(iii)	आयतन = a²h

जहाँँ�  a = वर्गग कीी भुजाा,
h = प्रि�ज्म कीी ऊँँचााई
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त्रि�वि�मीीय क्षेते्रमि�ति�
Ex.	एक वर्गाा�काार आधाार वाालेे लम्बवत प्रि�ज्म कीी ऊंचााई 15 सेेमीी है। यदि� प्रि�ज्म 

काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 608 सेेमीी2 है, तोो इसकाा आयतन है;
माानाा आधाार कीी भुुजाा = x

	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 4ah + 2a²
	 ⇒ 608 = 4x × 15 + 2x2 ⇒ 2x2 + 60x – 608 = 0

	 हल करनेे पर, x = 8

	 आयतन = आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई = 82 × 15 = 960 सेेमीी3

Ex.	एक ठोोस प्रि�ज़्म काा आधाार एक वर्गग है और उसकीी ऊँँचााई 10 सेमेीी है। उसकाा 
आयतन 160 सेमीी³ है। उस प्रि�ज़्म काा कुल पृषृ्ठीीय क्षेते्रफल (सेमेीी² में)ं ज्ञाात 
कीीजि�ए।

प्रि�ज्म काा आयतन = आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई

	 ⇒ 160 = a² × 10 ⇒ a² = 16 ⇒ a = 4

	 वर्गग (a) कीी भुुजाा = 4 सेेमीी.

	 वर्गग काा परि�मााप = 4a = 4 × 4 = 16 सेेमीी

	 ∴ प्रि�ज्म काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल

	 = वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल + 2 × आधाार काा क्षेेत्रफल

	 = 16 × 10 + 2 × 4 × 4 = 160 + 32  = 192 सेमेीी²

षट्कोोणीीय प्रि�ज्म

(i)	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 6ah

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 6ah + 3 3 a2

(iii)	आयतन = ×6 3
4

a²h

जहाँँ�  a = षट्भुुज कीी भुुजाा,

h = प्रि�ज्म कीी ऊँँचााई

Ex.	एक प्रि�ज्म काा आधाार सम षट्कोोणीीय है जि�सकीी भुुजाा 6 सेेमीी है। यदि� प्रि�ज्म 
काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 216 3  सेेमीी2 है, तोो प्रि�ज्म कीी ऊँँचााई क्याा है?

समबााहु ∆ काा क्षेेत्रफल = 3
4

 × 6 × 6 = 9 3 सेेमीी2

	 षट्भुुज काा क्षेेत्रफल = 6 × 9 3 सेेमीी2

	 दोो षट्भुुजोंं� काा क्षेेत्रफल = 2 × 6 × 9 3 = 108 3 सेेमीी2

	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल (TSA) = 6ah + 3 3 a2 

	 ⇒  216 = 36 × h + 108 3

	 ⇒ h = 108 3
36

 = 3 3 सेेमीी

Ex.	एक समकोोण प्रि�ज़्म काा आधाार भुुजाा 5 सेेमीी काा एक सम षट्भुुज है। यदि� 
उसकीी ऊँँचााई 12√3 सेेमीी है, तोो उसकाा आयतन (सेेमीी³ मेंं) कि�तनाा होोगाा?

h = 12√3 सेेमीी, 

	 a = 5 सेेमीी

	 सम षट्भुुज काा क्षेेत्रफल = 3 3a²
2

= 
3 3 5²

2


= 75 3
2

 सेेमीी2

	 ∴ आयतन = आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई

	 = 75 3
2

×12√3 = 1350 सेेमीी3

पि�राामि�ड
पि�राामि�ड  एक त्रि�-आयाामीी आकृृति� है । पि�रा ामि�ड में ं एक ब हुभुुज आधाार और 
सपााट त्रि�कोोणीीय फलक होोतीी हैं, जोो एक उभयनि�ष्ठ बिं�दु ुपर जुुड़तेे हैं जि�सेे शीीर्षष 
कहाा जााताा है। आधाारोंं� कोो शीीर्षष से जोोड़कर पि�राामि�ड काा नि�र्माा�ण कि�याा जााताा है। 
आधाार काा प्रत्येेक कि�नााराा शीीर्षष से जुुड़ाा हुआ है, और त्रि�कोोणीीय फलक बनााताा है, 
जि�सेे पाार्श्वव फलक कहाा जााताा है। यदि� कि�सीी पि�राामि�ड काा आधाार n - भुुजाा काा 
हैै, तोो इसमंें n + 1 फलक, n + 1 शीीर्षष और 2n कि�नाारेे होोतेे हैं।

	
(i)	 पि�राामि�ड काा वक्र पृ ृष्ठीीय क्षेेत्रफल  = सभीी पाार्श्वव  त्रि�भुुजााकाार फलकोंं� के  

क्षेेत्रफलोंं� काा योोग 

	 1= ×
2
आधाार काा परि�मााप × ति�र्ययक ऊँँचााई

(ii)	 पि�राामि�ड काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल + आधाार काा 
क्षेेत्रफल

	 1= ×
2
आधाार काा परि�मााप × ति�र्ययक ऊँँचााई  + आधाार काा क्षेेत्रफल

(iii)	 पि�राामि�ड काा आयतन  1= ×
3

 आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई

Ex.	यदि� E, F और V क्रमशःः  एक वर्गग पि�राामि�ड के कि�नाारोंं�, फलकोंं� और शीीर्षोंं 
कीी संख्याा है, तोो (2E - F + 2V) काा आयतन है:

पि�राामि�ड में,
	 फलकोंं� कीी संख्याा = n + 1

	 शीीर्षोंं कीी संख्याा = n + 1

	 कि�नाारोंं� कीी संख्याा = 2n

	 F(फलक) = 4 + 1 = 5

	 V(शीीर्षष) = 4 + 1 = 5

	 E (कि�नाारेे) = 2 × 4 = 8 

	 ∴ (2E – F + 2V) = (2 × 8 – 5 + 2 × 5) 

	 = 16 – 5 + 10 = 21 

Ex.	एक प्रि�ज़्म और एक पि�राामि�ड काा आधाार तथाा ऊँँचााई समाान है। प्रि�ज़्म और 
पि�राामि�ड के आयतनोंं� काा अनुुपाात ज्ञाात कीीजि�ए।

पि�राामि�ड काा आयतन = 1
3

× आधाार काा क्षेेत्रफल × h

	 प्रि�ज्म काा आयतन = आधाार काा क्षेेत्रफल × h
	 ∴ आवश्यक अनुुपाात

	

Ar h 3= =1 1Ar h
3



 

	 = 3 : 1
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त्रि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�

समबााहु त्रि�भुजााकाार पि�राामि�ड

(i)	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = × ×
1 3a
2

l

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 

	 = × + 21 33a a
2 4

l

(iii)	आयतन 

	 = × ×21 3 a h
3 4

(iv)	  ऊँँचााई (l)

	  = + = +  
 

2
2 2 2 ah r h

2 3

(v)	 ति�र्ययक कि�नााराा  = + = +  
 

2
2 2 2 ah R h

3
= 

Ex.	समकोोण पि�राामि�ड काा आधाार एक समबााहु त्रि�भुुज है, जि�सकीी प्रत्येेक भुजाा 
20 सेेमीी है । प्रत्येेक ति �र्ययक कि� नााराा 30 सेेमीी है । पि�रा ामि�ड कीी ऊर्ध्वाा�धर 
ऊंंचााई (सेेमीी में) है:

माानाा, h ऊर्ध्वाा�धर ऊंचााई है। 

	 समबााहु ∆  कीी परि�त्रि�ज्याा a
3

  
20
3



	 h AE² – AP²
22030² –

3
 
    

	 400900 –
3


2300

3


2310
3

  सेेमीी

वर्गाा�काार पि�राामि�ड

(i)	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = × ×
1 4a
2

l

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = × + 21 4a a
2

l

(iii)	आयतन = × ×21 a h
3

(iv)	 ति�र्ययक ऊँँचााई = 
 +  
 

2
2 ah

2

(v)	 ति�र्ययक कि�नााराा = 
 

+  
 

2
2 ah

2  = 
2

2 side
2

l
 
    

 Ex.	एक समकोोण पि�राामि�ड काा आधाार 8√2 सेेमीी भुुजाा वाालाा एक वर्गग है और 
इसकेे प्रत्येेक ति �र्ययक कि� नाारेे कीी लंंबााई 10 सेेमीी है। पि�रा ामि�ड काा आयतन 
(सेेमीी3 मेंं) क्याा है?

h 10² – 8² = 6 सेेमीी

	 ∴ पि�राामि�ड काा आयतन 

	 1
3

 × आधाार काा क्षेते्रफल × ऊँँचााई  

	 1= 8 2 8 2 6
3
  

	 = 256 सेेमीी³

Ex.	एक समकोोण वर्गाा�काार पि�राामि�ड जि�सकाा पाार्श्वव पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 624 सेेमीी2 है। 
यदि� वर्गग के वि�कर्णण कीी लंंबााई 24√2 सेमीी है, तोो पि�राामि�ड काा आयतन है:

d = 24 2

	 ∴ वर्गग कीी भुजाा (a) = 24

	 पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल  = 4 × 1
2

 × 24 × l 

	 ⇒ 624 = 48 × l 624 13
48

l  

	 अब, h = 5 सेेमीी 
	 [पााइथाागोोरस त्रि�क 5, 12, 13 सेे]	

	 ∴ पि�राामि�ड काा आयतन = 1
3

 × आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई

	 = 1
3

× a² × h = 1
3

× 24 × 24 × 5 = 24 × 40 = 960 सेेमीी3 

Ex.	एक समकोोण पि�राामि�ड काा आधाार 8 सेेमीी भुुजाा वाालाा वर्गग है। यदि� उसकाा 
कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 208 सेेमीी² है, तोो पि�राामि�ड कीी ति�र्ययक ऊँँचााई (सेेमीी मेंं) 
कि�तनीी होोगीी?

दि�याा है, a = 8 सेेमीी
	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 208 सेेमीी²
	 ⇒ पाार्श्वव पृष्ठीीय क्षेेत्रफल + आधाार काा क्षेेत्रफल = 208 वर्गग सेेमीी

	 ⇒  + आधाार काा क्षेेत्रफल = 208

	 ⇒ 
1 × 4× 8 ×
2
 
 
  

l + (8 × 8) = 208 

	 ⇒ 16 × l + 64 = 208 सेेमीी²  
	 ⇒ l = 9

आयतााकाार पि�राामि�ड 

दोो ति�र्ययक ऊँँचााई होोतीी है।

	• पहलीी ति�र्ययक ऊँँचााई  (l1) = 
 +  
 

2
2 bh

2

	• दूसूरीी ति�र्ययक ऊँँचााई (l2) = 
 +  
 

2
2h

2
l

(i)	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = × × + × × ×1 2
1 12 2 b
2 2

l l l

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = C.S.A + lb

(iii)	आयतन = 1
3

× lb × h 

(iv)	 (ति�र्ययक कि�नााराा)2 = h2 + 
2d

2
 
   
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त्रि�वि�मीीय क्षेते्रमि�ति�
Ex.	एक आयतााकाार आधाार वाालेे पि�राामि�ड काा कुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए 

जि�सकीी लंंबााई 16 सेमीी और चौौड़ााई 12 सेेमीी है। यदि� पि�राामि�ड कीी ऊंचााई 8 
सेेमीी है?

	

	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = × × + × × ×1 2
1 12 2 b
2 2

l l l

	 = 1
2

 × 16 × 10 × 2 + 1
2

 × 12 × 8 2  × 2 = 160 + 96 2

	 कुुल पृष्ठीीय क्षेेत्रफल (T.S.A) = 160 + 96 2  + 16 × 12 

	 = 352 + 96 2

षट्कोोणीीय पि�राामि�ड 

(i)	 वक्र पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = 1
2

× 6al

(ii)	 संंपूूर्णण पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल 

= + × 21 36a 6 a
2 4

l

(iii)	आयतन = × ×21 6 3 a h
3 4

(iv)	 ति�र्ययक ऊँँचााई 

      
 
  
 

2

2 3( ) = h + a
2

l

(v)	 ति�र्ययक कि�नााराा 2 2= h + a

Ex.	एक पि�राामि�ड एक आधाार पर बनाा है जोो 2a सेेमीी भुुजाा वाालाा एक नि�यमि�त 

षट्भुुज है। यदि� इस पि�राामि�ड काा प्रत्येेक ति�र्ययक कि�नााराा 5a
2

 सेेमीी लम्बाा है, 

तोो इस पि�राामि�ड काा आयतन है:  
नि�यमि�त ष ट्कोोणीीय  पि�राामि�ड 

कीी ऊंचााई (h) 

	 = 

	 =  
2

25a – 2a
2

 
   

= 29 a
4

 

	 = 3
2

a

	 आयतन = 1
3

 × आधाार काा क्षेते्रफल × h

	 = 1
3

 × 6 × 3
4

 × (2a)2 × 3
2

a 	= 3 3 a3 सेेमीी3

समचतुुष्फलक

त्रि�कोोणीीय आधाार पर पि�राामि�ड एक चतुुष्फलक है। जब कोोई ठोोस चाार त्रि�भुुजााकाार 
फलकोंं� सेे घि�राा होोताा है तोो वह चतुुष्फलक होोताा है। एक समकोोण चतुुष्ठफलक 
तब कहलााताा है जब एक चतुुष्फलक काा आधाार एक समबााहु त्रि�भुुज होोताा है 
और अन्य  त्रि�भुुजााकाार फलक समद्वि�बााहु त्रि�भुुज होोतेे हैं। जब हम कि�सी ी ऐसेे 
चतुुष्फलक कोो देखतेे है जि�सकेे चाारोंं� फलक समबााहु होंं� तोो वह सम चतुुष्फलक 
होोताा है।
(a)	 चाार समबााहु फलक हैं।
(b)	 सभीी कि�नाारेे लंंबााई मेंं बरााबर है। 
(c)	 ति�र्ययक ऊँँचााई आधाार कीी भुजाा के बरााबर है।

(i)	 वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = तीीन समबााहु त्रि�भुुजोंं� काा क्षेेत्रफल 23= 3× a
4

(ii)	 कुुल पृृष्ठीीय क्षेेत्रफल = चाार समबााहु त्रि�भुुजोंं� काा क्षेेत्रफल

	
= × =2 234 a 3 a

4

(iii)	 ऊँँचााई  = = 
 

2
2 a 2(h) a – a

33

(iv)	आयतन (V) = 
1
3

× आधाार काा क्षेेत्रफल × ऊँँचााई

	 = × × =2 31 3 2 2a a a
3 4 3 12

Ex.	एक नि�यमि�त चतुष्फलक कीी भुजुाा कीी लंंबााई 12 सेमेीी है। आयतन ज्ञाात कीीजि�ए।

नि�यमि�त चतुुष्फलक काा आयतन = 32 a
12

	 = 32 12
12

 = 144√2 सेमेीी3

Ex.	एक समचतुुष्फलक काा वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल ज्ञाात कीीजि�ए जि�सकीी भुुजाा 6√3 

सेेमीी है।
समचतुुष्फलक काा वक्र पृष्ठीीय क्षेेत्रफल = × 233 a

4
 

	 = ×
33
4

× 108  = 81 3 सेेमीी2 

Ex.	एक समचतुषु्फलक काा आयतन 144√2 सेमेीी3 है। इसकेे कि�नाारेे कीी लंंबााई ज्ञाात 
कीीजि�ए।

नि�यमि�त चतुुष्फलक काा आयतन = 32 a
12

	 ⇒ 32 a
12

 = 144√2 

	 ⇒ a = 12 सेमेीी
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त्रि�वि�मीीय क्षेेत्रमि�ति�
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04 संंख्याा पद्धति�
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संंख्याा पद्धति�

	• 2 – एकमाात्र सम अभााज्य संंख्याा और सबसेे छोोटीी अभााज्य संंख्याा हैै
	• 3, 5, 7 – क्रमाागत वि�षम अभााज्य संंख्यााओं ंकाा एकमाात्र युुग्म
	• 101 – सबसेे छोोटीी 3 अंंकोंं� कीी अभााज्य संंख्याा हैै। 
	• 997 – सबसेे बड़ीी 3 अंंकोंं� कीी अभााज्य संंख्याा हैै।
	• 1 न तोो अभााज्य संंख्याा हैै और न हीी भााज्य

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 
61, 67, 71, 73, 79, 83,89, 97
0 50 1

1

1

100 200 = 46
500 = 95

1000 = 168
अभााज्य संंख्याा          अभााज्य संंख्याा

(1 – 100)  25       अभााज्य संंख्याा

15 10

+	कैैसेे जांं�चेंं कि� दीी गई संंख्याा अभााज्य हैै याा नहींं?
	यह  जाँ �ँचनेे केे लि�ए कि� कोोई संंख्याा अभााज्य संंख्याा हैै याा नहींं� , सबसेे पहले 

संंख्याा काा वर्गगमूूल नि�काालेंं। वर्गगमूूल कोो उसकेे ठीीक नीीचेे वाालेे पूूर्णांं�क तक 
पूूर्णां �ंकि�त करंें। फि�र संंख्याा कीी उसकेे नीीचेे कीी सभीी अभााज्य संंख्यााओं ंसेे 
वि�भााज्यताा कीी जाँ �ँच करंें। यदि� संंख्याा कि�सीी भीी अभााज्य संंख्याा सेे वि�भााज्य 
नहींं�  हैै, तोो वह संंख्याा अभााज्य संंख्याा हैै।

Ex.	 137 अभााज्य संंख्याा हैै याा नहींं� ?
137   11  11 सेे छोोटीी याा बरााबर अभााज्य संंख्यााएँँ  2, 3, 

5, 7 और 11 हंैं। 137 इनमेंं सेे कि�सीी सेे भीी वि�भााज्य नहींं�  हैै। इसलि�ए यह 
एक अभााज्य संंख्याा हैै।

Ex.	 80 सेे 100 तक अभााज्य संंख्यााओं ंकाा औसत क्याा हैै?

100  = 10  10 सेे छोोटीी अभााज्य संंख्यााएँँ  2, 3, 5, 7 हंैं। 

अतःः सम संंख्यााएँँ  और 5 पर समााप्त होोनेे वाालीी संंख्यााएँँ  अभााज्य संंख्यााएँँ  नहींं�  
होंं�गीी, इसलि�ए केेवल 3 और 7 कीी वि�भााज्यताा कीी जाँ �ँच करंें।

	 80 सेे 100 केे बीीच अभााज्य संंख्यााएँँ  83, 89 और 97 हंैं।

	 आवश्यक औसत = 83+89+97
3

= 269
3

 = 89.67

Ex.	 x, y और z भि�न्न अभााज्य संंख्यााएँँ  हंैं जहाँँ� x < y < z हैै। यदि� x + y + z = 70 
हैै, तोो z काा माान क्याा हैै?

योोग 70 हैै, इसकाा मतलब हैै कि� कम सेे कम एक संंख्याा सम हैै, 
क्योंं�कि� वि�षम + वि�षम + वि�षम = वि�षम

	जै सैाा कि� हम जाानतेे हंैं, केेवल एक हीी सम अभााज्य संंख्याा होोतीी हैै, और वह 2 हैै।
	 2 सबसेे छोोटीी अभााज्य संंख्याा भीी हैै। अतःः, x = 2
	 अब, 70 – 2 = 68 = y + z

	 अब, वि�कल्पोंं� काा उपयोोग करंें
	 वि�कल्प (a): z = 29 ⇒ y = 68 – 29 = 39   (y भााज्य हैै)
	 वि�कल्प (b): z = 43 ⇒ y = 68 – 43 = 25 (y भााज्य हैै)
	 वि�कल्प (c): z = 31 ⇒ y = 68 – 31 = 37 (z < y)
	 वि�कल्प (d): z = 37
	 ⇒ y = 68 – 37 = 31 (y < z, दीी गई शर्तत कोो संंतुुष्ट करताा हैै)
	 अतःः, z = 37
Ex.	 x, y और z अभााज्य संंख्यााएँँ  हंैं जि�ससेे x + y + z = 38 हैै। x काा 

अधि�कतम माान क्याा हैै?
 यदि� सभीी संंख्यााएँँ  सम हंैं, तोो, ⇒ x + y + z = 6

	तो ो, उनमेंं सेे दोो वि�षम हंैं और उनमेंं सेे एक 2 हैै
	 माान लीीजि�ए, z = 2 हैै तोो ⇒ x + y = 36
	 36 केे सबसेे नि�कट कीी अभााज्य संंख्याा 31 हैै। यदि� x = 31 हैै तोो हमें y 

= 5 प्रााप्त होोताा हैै, जोो एक वि�षम अभााज्य संंख्याा हैै।
	 ∴ 31, x काा अधि�कतम माान हैै। 

इकााई अंंक
	कि�सी ी दि�ए गए वं्यंजक काा इकााई अंंक ज्ञाात करनेे केे लि�ए हमेंं संंपूूर्णण वं्यंजक 

कोो हल करनाा आवश्यक नहींं�  हैै, बल्कि� सभीी संंख्यााओं ंकेे इकााई अंंक पर 
काार्यय करकेे परि�णाामीी वं्यंजक काा इकााई अंंक ज्ञाात कि�याा जााताा हैै।

	 माान लीीजि�ए N = a × b, N = a + b, N = a – b, N केे इकााई अंकं कीी 
गणनाा करनेे केे लि�ए, हम केेवल संंख्याा a और b केे इकााई अंकं पर वि�चाार करते ेहंैं।

चक्रीीयताा

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9

चक्रीीयताा 1 चक्रीीयताा 2 चक्रीीयताा 4
0, 1, 5, 6
(O)n = 0
(1)n = 1
(5)n = 5
(6)n = 6

वि�षम
(4) = 4
(9) = 9

सम
(4) = 6
(9) = 1

2
21 = 2
22 = 4
23 = 8
24 = 16

3
31 = 3
32 = 9
33 = 27
34 = 81

7
71 = 7
72 = 49
73 = 343
74 = 2401

8
81 = 8
82 = 64
83 = 512
84 = 4096

4, 9

Ex.	 232 × 235 काा इकााई अंंक ज्ञाात कीीजि�ए।

232 × 235 = इकााई अंंक (0)

×

Ex.	 628 + 493 + 589 काा इकााई अंंक ज्ञाात कीीजि�ए।
628 + 493 + 589 = 8 + 3 + 9 = इकााई अंंक (0)

Ex.	 2383 – 1689 काा इकााई अंंक ज्ञाात कीीजि�ए।
2383 – 1689 = – 6 + 10 = 4 

N = x y पर वि�चाार करंें
N केे इकााई अंंक कीी गणनाा करनेे केे लि�ए, हम केेवल संंख्याा x केे इकााई 
अंंक पर वि�चाार करतेे हंैं।
कि�सीी वं्यंजक केे इकााई अंंक कीी गणनाा वं्यंजक कीी घाात कोो 4 सेे भााग देेनेे 
पर शेेषफल प्रााप्त करकेे कीी जाा सकतीी हैै।

Ex.	 (382)575 काा इकााई अंंक क्याा होोगाा?
चरण-1: घाात केे अंतंि�म 2 अंकंोंं� कोो 4 से ेभााग दंें और शेषे ज्ञाात करंें।

	शे ेष = 75/4 = 3
	 चरण-2: शेेष कोो इकााई अंंक कीी घाात केे रूप मेंं रखेंं और उत्तर ज्ञाात करंें। 

[23 = 8]

Ex.	नि� म्नलि�खि�त प्रत्येेक स्थि�ति� मेंं इकााई काा अंंक ज्ञाात कीीजि�ए।
	 (i)	 (187)282 × (529)321 × (343)236

	 (ii)	 (789)315 + (232)644 + (528)253

	 (iii)	(982)481 – (219)241

(i)	 घाात केे अंंति�म 2 अंंकोंं� कोो 4 सेे भााग दंें तथाा शेेष कोो इकााई 
स्थाान अंंक कीी घाात केे रूप मंें लि�खेंं।

	 72 × 91 × 34 ⇒ 9 × 9 × 1 =  1
(ii)	 93 + 24 + 81 ⇒ 9 + 6 + 8 = 3
(iii)	 21 – 91 ⇒ 12 – 9 = 3
	 [यदि� पहलीी संंख्याा कम हैै तोो उसमेंं 10 जोोडं़ें]

Ex.	 वं्यंजक काा इकााई अंंक ज्ञाात कीीजि�ए।
	 1! + 2! + 3! + 4! + ........ + 100!

1 + 1 × 2 + 1 × 2 × 3 + 1 × 2 × 3 × 4 + 1 × 2 × 3 × 

4 × 5 + ... + 100! = 1 + 2 + 6 + 4 + 0 + 0 + 0 .....  + 0 = 13

	 अतःः वं्यंजक काा इकााई अंंक 3 हैै।
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संंख्याा पद्धति�

	 गुुणनखंंड:- कोोई भीी संंख्याा N कोो ap × bq × cr × ds × ..... केे रूप मेंं व्यक्त कि�याा जाा सकताा हैै, जहाँँ� , a, b, c, और d अभााज्य संंख्यााएँँ  हंैं।
	 Ex. 15 = 3 × 5, 45 = 3² × 5, 100 = 2² × 5² और इसीी तरह आगेे भीी  

@
ap

na_
ch

an
nels

Join Telegram: @yct_publication

Join Telegram: @apna_rwa



Aditya Ranjan (Excise Inspector) Selected Selectionह� �दलाएंगेAditya Ranjan (Excise Inspector) Selected Selectionह� �दलाएंगे86

संंख्याा पद्धति�

Ex.	 720 केे कि�तनेे गुुणनखंंड 10 सेे वि�भााज्य हंैं?
N = 720 = 24 × 32 × 51 

	 10 सेे वि�भााज्य होोनेे वाालेे गुुणनखंंड केे लि�ए, 2 कीी न्यूूनतम घाात = 1 काा 
उपयोोग कि�याा जाानाा चााहि�ए, तथाा 5 कीी न्यूूनतम घाात 1 काा उपयोोग कि�याा 
जाानाा चााहि�ए।

	 अतःः 720 केे सभीी गुुणनखंंड जोो 10 सेे वि�भााज्य हंैं, इस प्राारूप केे होंं�गे = 
21 × 51 (23 × 32)

	 ∴ गुुणनखंंड कीी संंख्याा = 4 × 3 × 1 = 12

Ex.	 14,400 केे कि�तनेे गुुणनखंंड 18 सेे वि�भााज्य हंैं लेेकि�न 36 सेे नहींं� ?

14400 केे गुुणनखंंड = 26 × 32 × 52

	 18 केे गुुणनखंंड = 2 × 32, 36 केे गुुणनखंंड = 22 × 32

	 18 सेे वि�भााज्य गुुणनखंंड = 
6 2 2

2
2 3 5

2 3
× ×
×

 = 25 × 52

	 18 सेे वि�भााज्य गुुणनखंंड कीी कुुल संंख्याा = (5 + 1)(2 + 1) = 18

	 36 सेे वि�भााज्य गुुणनखंंड = 
6 2 2

2 2
2 3 5

2 3
 


 = 24 × 52

	 36 सेे वि�भााज्य गुुणनखंंड कीी कुुल संंख्याा
	 = (4 + 1)(2 + 1) = 15

	 ∴ आवश्यक गुुणनखंंड = 18 – 15 = 3
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Ex.	ज ब 732 कोो एक धनाात्मक पूूर्णांं�क x सेे वि�भााजि�त कि�याा जााताा हैै, तोो 

शेेषफल 12 बचताा हैै। x केे कि�तनेे माान हंैं?
शेषेफल 12 हैै, इसकाा अर्थथ हैै कि� भााजक 12 से ेबड़ाा होोनाा चााहि�ए।

	 732 = 720 + 12 

	  720 कोो x सेे वि�भााजि�त होोनाा चााहि�ए।

	 720 = 24 × 32 × 51

	 720 केे कुुल गुुणनखंंड
	 = (4 + 1) × (2 + 1) × (1 + 1) = 30
	 12 तक केे गुुणनखंंड 
	 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12 = 10
	 ∴ अभीीष्ट गुुणनखंंड = 30 – 10 = 20 
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Ex.	यदि � छह अंंकोंं� कीी संंख्याा 479xyz, 7,11 और 13 सेे पूूर्णणतःः वि�भााज्य हैै 

तोो {(y + z) × x} बरााबर हैै:

7, 11, 13 काा लघुुत्तम समाापवर्त्यय = 1001

	ज ब कि�सीी संंख्याा केे 3 अंंक दोो बाार दोोहरााए जााएंं तोो वह संंख्याा 7, 11 और 
13 सेे वि�भााज्य होोगीी।

	 479479, 7, 11 और 13 सेे वि�भााज्य हैै
	 ⇒ x = 4, y = 7, z = 9
	 ∴ (y + z) × x  = (7 + 9) × 4 = 64

Ex.	यदि � साात अंंकोंं� कीी संंख्याा 35345xy, 40 सेे वि�भााज्य हैै, तोो (4x + 5y) 
काा न्यूूनतम माान क्याा हैै?

हम जाानतेे हंैं, 40 = 5 × 8.

	दी ी गई संंख्याा = 35345xy
	प्र श्नाानुुसाार, 35345xy, 40 सेे वि�भााज्य हैै, तोो अंंति�म अंंक 0 होोनाा चााहि�ए। 

अतःः y = 0.
	जै ैसाा कि� हम जाानतेे हंैं, यदि� कोोई संंख्याा 8 सेे वि�भााज्य हैै, तोो अंंति�म 3 अंंक 

8 सेे वि�भााज्य होोनेे चााहि�ए। दूसूरेे शब्दोंं� मेंं, 5x0 8 सेे वि�भााज्य होोनाा चााहि�ए।
	 इस प्रकाार, x काा न्यूूनतम माान = 2
	 ∴ 4x + 5y = 4 × 2 + 0 = 8

Ex.	यदि � 8 अंंकोंं� कीी संंख्याा 7y9745x2, 72 सेे वि�भााज्य हैै, तोो x केे सबसेे 
बडे़े माान केे लि�ए (2x – y) काा माान क्याा हैै?

संंख्याा 7y9745x2, 72 सेे वि�भााज्य हैै
	 8 सेे वि�भााज्यताा - अंंति�म 3 अंंक जांं�चेंं
	 9 सेे वि�भााज्यताा - अंंकोंं� काा योोग जांं�चेंं
	 5x2, 8 सेे वि�भााज्य हैै → यदि� x = 1,5, 9
	 x काा अधि�कतम माान 9 हैै
	सं ख्याा 7y9745x2, 9 सेे वि�भााज्य हैै यदि� y = 2
	 इस प्रकाार x = 9, y = 2
	 ∴ (2x – y) = 2 × 9 – 2 = 16
Ex.	यदि � 5 अंंकोंं� कीी संंख्याा 535ab, 3, 7 और 11 सेे वि�भााज्य हैै, तोो (a2 – b2 

+ ab) काा माान क्याा हैै?

3, 7, 11 काा लघुत्तम समाापवर्त्यय = 231

	 53599 (a और b केे अधि�कतम संंभव माान लें)ं कोो 231 से ेवि�भााजि�त करंें।
	हमें ं शेेषफल 7 प्रााप्त होोताा हैै
	 अब, 53599 मेंं सेे 7 घटााएँँ  और सहीी संंख्याा = 53592 प्रााप्त करंें
	 ⇒ a = 9, b = 2
	 ∴ a² – b² + ab = 81 – 4 + 18 = 95

Ex.	 225 + 226 + 227 कि�ससेे वि�भााज्य हैै?

225 (20 + 21 + 22) = 225 (1 + 2 + 4) = 225 × 7

	 ∴ 225 + 226 + 227  7 सेे वि�भााज्य हैै

Ex.	 300 और 700 केे बीीच कि�तनीी संंख्यााएँँ  5, 6 और 8 सेे वि�भााज्य हंैं?
5, 6 और 8 काा लघुत्तम समाापवर्त्यय = 120

	 300 और 700 केे बीीच कीी वेे संंख्यााएँँ  जोो 120 सेे वि�भााज्य हंैं = 360, 
480, 600

	 अभीीष्ट संंख्याा = 3.
Ex.	 1 सेे 100 तक ऐसीी कि�तनीी संंख्यााएँँ  हंैं जोो न तोो 3 सेे और न हीी 5 सेे 

वि�भााज्य हंैं?

100 2
3

4
5

× ×  (चूँँ� कि� 100, 3 × 5 = 15 सेे वि�भााज्य नहींं�  हैै, 

इसलि�ए 100 केे बजााय 90 लेंं) = 90 2
3

4
5

× × = 48

	 91 और 100 केे बीीच संंख्यााएँँ  95 और 100,5 सेे वि�भााज्य हंैं जबकि� 93, 
96 और 99,3 सेे वि�भााज्य हंैं। इसलि�ए 5 संंख्यााएँँ  ऐसीी हंैं जोो न तोो 3 सेे 
और न हीी 5 सेे वि�भााज्य हंैं।

	कु ल संंख्याा = 48 + 5 = 53

	 न तोो 3 सेे वि�भााज्य और न हीी 5 सेे = कुुल - (3 याा 5 सेे वि�भााज्य) = कुुल 
- [N(3) + N(5) - N(15)]

	 1 सेे 100 तक कुुल संंख्याा = 100

	 3 सेे वि�भााज्य = 
100
3  ~ 33

	 5 सेे वि�भााज्य = 100
5

 = 20

	 15 सेे वि�भााज्य = 100
15

 ~ 6

	 अभीीष्ट संंख्याा = 100 – (33 + 20 – 6) = 53

Ex.	 700 सेे 950 तक ऐसीी कि�तनीी संंख्यााएँँ  हंैं जोो न तोो 3 सेे और न हीी 7 सेे 
वि�भााज्य हंैं?

1 सेे 950 तक कीी संंख्यााएँँ  जोो न तोो 3 सेे वि�भााज्य हंैं और न हीी 

7 सेे = 950 × 2
3

6
7

×  (चूँँ� कि� 950, 3 × 7 = 21 सेे वि�भााज्य नहींं�  हैै, 

इसलि�ए 950 केे बजााय 945 लेंं) = 945 ×
2
3

6
7

× =  540 

	 946 और 950 केे बीीच कीी संंख्याा 948, 3 सेे वि�भााज्य हैै जबकि� कोोई भीी 
संंख्याा 7 सेे वि�भााज्य नहींं�  हैै। अतःः 4 संंख्यााएँँ  ऐसीी हंैं जोो न तोो 3 सेे और न 
हीी 7 सेे वि�भााज्य हंैं।

	कु ल संंख्यााएँँ  = 540 + 4 = 544

	 1 सेे 699 तक कीी संंख्यााएँँ  जोो न तोो 3 सेे वि�भााज्य हंैं और न हीी 7 सेे = 
699 × 2

3
6
7

×  (चूँँ� कि� 699, 3 × 7 = 21 सेे वि�भााज्य नहींं�  हैै, इसलि�ए 

699 केे बजााय 693 लेंं)

	 693 × 
2
3

6
7

×  = 396

	 694 और 699 केे बीीच संंख्यााएँँ  696 और 699 3 सेे वि�भााज्य हंैं जबकि� 
कोोई भीी संंख्याा 7 सेे वि�भााज्य नहींं�  हैै। इसलि�ए 4 संंख्यााएँँ  ऐसीी हंैं जोो न तोो 
3 सेे और न हीी 7 सेे वि�भााज्य हंैं।

	कु ल संंख्यााएँँ  = 396 + 4 = 400

	 700 और 950 केे बीीच कीी संंख्यााएँँ  जोो न तोो 3 से ेऔर न हीी 7 से ेवि�भााज्य हंैं
	 = 1 और 950 केे बीीच कीी संंख्यााएँँ  जोो न तोो 3 सेे और न हीी 7 से ेवि�भााज्य 

हंैं - 1 और 699 केे बीीच कीी संंख्यााएँँ  जोो न तोो 3 सेे और न हीी 7 सेे वि�भााज्य हंैं
	 = 544 – 400 = 144

	 न तोो 3 सेे वि�भााज्य और न हीी 7 सेे = कुुल - (3 याा 7 सेे वि�भााज्य) = कुुल 
- [N(3) + N(7) - N(21)]

	 700 सेे 950 तक कीी कुुल संंख्याा = 251
	 3 सेे वि�भााज्य = 251/3 ~ 83

	 7 सेे वि�भााज्य = 251/7 ~ 35

	 21 सेे वि�भााज्य = 251/21 ~ 11

	 अभीीष्ट संंख्याा = 251 – (83 + 35 – 11) = 251 – 107 

						            = 144
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शेेषफल
	शे ेषफल वह रााशि� हैै जोो भााग देेनेे केे बााद बचतीी हैै, जब एक भााजक लााभांं�श 

कोो ठीीक सेे वि�भााजि�त नहींं�  करताा हैै।
	 माान लीीजि�ए संंख्याा N कोो भााजक D सेे वि�भााजि�त करनेे पर शेेषफल R तथाा 

भाागफल Q बचताा हैै।

	
	सं ख्याा “N” कोो नीीचेे दि�ए गए रूप मेंं भीी व्यक्त कि�याा जाा सकताा हैै:

N = DQ + R

Ex.	कि�सी ी संंख्याा कोो 38 सेे भााग देेनेे पर भाागफल 24 तथाा शेेषफल 13 होो, तोो 
संंख्याा हैै:

	हम  जाानतेे हंैं कि�,
	 भाागफल = भााजक × भाागफल + शेेषफल
	यहाँँ � , भााजक = 38, भाागफल = 24 और शेेषफल = 13
	 ∴	 अभीीष्ट संंख्याा (भााज्य) = 38 × 24 + 13 = 925
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शूून्योंं कीी संंख्याा
+	 कि�सीी व्यंंजक मेंं शूून्योंं कीी संंख्याा
	 माान लीीजि�ए हमें गुुणनफल 24 × 13 × 52 × 27 मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा 

ज्ञाात करनीी हैै, जि�सेे 25 × 34 × 132 भीी लि�खाा जाा सकताा हैै। स्पष्टतःः, इस 
गुुणनफल मेंं कोोई शूून्य नहींं�  होोगाा, क्योंं�कि� इसमेंं 5 नहींं�  हैै।

•	हा ालाँँ� कि�, यदि� हमाारेे पाास इस प्रकाार कीी अभि�व्यक्ति� हैै:
	 8 × 15 × 24 × 13

	 अभि�व्यक्ति� कोो इस प्रकाार पुुनःः लि�खाा जाा सकताा हैै
	 26 × 32 × 5 × 13
	हम  जाानते ेहंैं कि� शूनू्य 2 और 5 केे संंयोोजन सेे बन सकते ेहंैं अर्थाा�त (2 × 5)।
	 उपरोोक्त अभि�व्यक्ति� मेंं 6 दोो और एक पांं�च हैै।
	 अतःः हम केेवल (2 × 5) काा एक युुग्म बनाा सकतेे हंैं।
	 अतःः गुुणनफल मंें 1 शूून्य होोगाा।
+	 कि�सीी फैैक्टोोरि�यल (Factorial) मेंं शूून्योंं कीी संंख्याा ज्ञाात करनाा
	 माानाा हमेंं 7! मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा ज्ञाात करनीी हैै। 
	 7! = 7 × 6 × 5 × 4 × 3 × 2 × 1

	 = 7 × (3 × 2) × 5 × 2 × 2× 3 × 2 × 1 

	 = 7 × 5 × 32 × 24 × 1

	 उपरोोक्त वं्यंजक मेंं 5 × 2 काा एक युुग्म हैै। स्पष्टतःः, केेवल एक 5 हैै तथाा 
2 कीी अधि�कताा हैै।

	यह  स्पष्ट हैै कि� कि�सीी भीी फैैक्टोोरि�यल माान मेंं, 5 कीी संंख्याा हमेेशाा 2 कीी 
संंख्याा सेे कम होोगीी। इसलि�ए, कि�सीी फैैक्टोोरि�यल मेंं 5 कीी गि�नतीी शूून्योंं� कीी 
कुुल संंख्याा बतााएगीी।

कि�सीी फैैक्टोोरि�यल (Factorial) मेंं नि�हि�त संंख्याा कीी घाात
n! मेंं नि�हि�त अभााज्य संंख्याा p कीी उच्चतम घाात कोो नि�म्नि�लि�खि�त
द्वााराा दि�याा गयाा हैै

2 3
n n n +...
p p p

    
               

जहाँँ�  [x] x सेे छोोटाा याा उसकेे बरााबर सबसेे बड़ाा पूूर्णांं�क दर्शाा�ताा हैै।
Ex.	 47! मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा ज्ञाात कीीजि�येे?

47! मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा ज्ञाात करनेे केे लि�ए, हमेंं 47! मेंं 5 कीी 

अधि�कतम घाात ज्ञाात करनीी होोगीी।

	 इस प्रकाार, 47! मेंं 5 कीी उच्चतम घाात

	 = 47 47 47 ....
5 25 125

     + + +          

	 = 9 + 1 + 0 + 0 ... = 10  
	 अतःः, 47! मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा 10 होोगीी। 
Ex.	 300! मंें शूून्योंं� कीी संंख्याा ज्ञाात कीीजि�येे?

300! मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा ज्ञाात करनेे केे लि�ए, हमेंं 300! मेंं 5 कीी 

अधि�कतम घाात ज्ञाात करनीी होोगीी।
	 इस प्रकाार, 300! मंें 5 कीी उच्चतम घाात

	 = 300 300 300 300 ....
5 25 125 625

       + + + +              

	 = 60 + 12 + 2 + ... =  74

	 अतःः, 300! मेंं शूून्योंं� कीी संंख्याा 74 होोगीी। 

क्रमि�क वि�भााजन कीी अवधाारणाा
	 आइए क्रमि�क वि�भााजन कीी अवधाारणाा कोो समझाानेे केे लि�ए एक उदााहरण 

लेेतेे हंैं।
	 माान लीीजि�ए कि� एक संंख्याा ‘N’ कोो क्रमि�क रूप सेे 3, 4 और 7 सेे वि�भााजि�त 

कि�याा जााताा हैै, तोो शेेषफल क्रमशःः 2, 1 और 4 प्रााप्त होोतेे हंैं।
	यदि � हमें N काा माान ज्ञाात करनाा हैै, तोो हमेंं नीीचेे दि�ए गए चरणोंं� काा पाालन 

करनाा होोगाा।

	
	 इस प्रकाार, N काा माान = 53

	 अब, आइए देेखेंं कि� क्रमि�क वि�भााजन कैैसेे कााम करताा हैै।

भाागफल 53
3

 = 17 17
4  = 4

4
7

 = 0

शेेषफल 2 1 4

	 उपरोोक्त उदााहरण क्रमि�क वि�भााजन कीी अवधाारणाा कोो स्पष्ट रूप से ेसमझााताा हैै।
Ex.	ज ब कि�सीी संंख्याा (N) कोो क्रमि�क रूप से े3, 4 और 7 से ेवि�भााजि�त कि�याा जााताा 

हैै, तोो शेेषफल क्रमशःः 2, 3 और 5 प्रााप्त होोतेे हंैं। संंख्याा (N) क्याा होोगीी?

 

	 अतःः N काा माान = 71

भाागफल 71
3

 = 23 23
4

 = 5 5
7

 = 0

शेेषफल 2 3 5

	
Ex. 	42072 मेंं वह सबसेे छोोटीी संंख्याा क्याा जोोड़नीी होोगीी जि�ससेे वह संंख्याा 93 

सेे वि�भााज्य होो जााए?
42072 ÷ 93 

	हमें ं भाागफल = 452 और शेेषफल = 36 प्रााप्त होोताा हैै।
	 अतःः जोोड़नेे वाालीी सबसेे छोोटीी संंख्याा = 93 – 36 = 57

Ex.	 25809 मंें सेे वह सबसेे छोोटीी संंख्याा क्याा घटााई जााए जि�ससेे 139 सेे पूूर्णणतःः 
वि�भााज्य संंख्याा प्रााप्त होो जााए?

25809 ÷ 139

	हमें ं भाागफल = 185 और शेेषफल = 94 प्रााप्त होोताा हैै। 
	 अतःः, यदि� हम दीी गई संंख्याा 25809 मेंं सेे 94 घटाा दंें अर्थाा�त््
 	 = 25809 – 94 = 25715, 139 सेे पूूर्णणतःः वि�भााज्य हैै।

Ex.	कि�सी ी संंख्याा कोो क्रमशःः 2, 3 और 5 सेे भााग देेनेे पर शेेषफल क्रमशःः 1, 2 
और 3 बचतेे हंैं। यदि� उसीी संंख्याा कोो 13 सेे भााग दि�याा जााए (यदि� अंंति�म 
भाागफल 1 होो) तोो शेेषफल क्याा होोगाा?                          [Ans. 1]
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संंख्यााओं ंकीी गि�नतीी
+	एक अंंक गि�ननाा
Ex.	 350 सेे 600 तक 5 कि�तनीी बाार आएगाा?

 

	 350 सेे 600 तक 5 कीी आवृृत्ति� = 148 – 86 = 62

Ex.	 400 से े700 तक ऐसीी कि�तनीी संंख्यााएँँ  हंैं जि�नमें ंअंंक 6 ठीीक दोो बाार आताा हैै?

शे्रेणीी
400 – 499
500 – 599
660 – 669
606 – 696

नंंबर
466
566
660-669 (666 छोोड़कर)
Every 10th, 606, 616, ...
696 (666 छोोड़कर)
कुुल = 1+ 1 + 9 + 9

गि�नतीी करनाा
1

1

9

9

= 20

+	पृृष्ठ गणनाा और कुंं� जीी स्ट्रोोक

	 1 सेे 9 → 9 कीी-स्ट्रोो�क
	 1 सेे 99 → 189 कीी-स्ट्रोो�क
	 1 सेे 999 → 2889 कीी-स्ट्रोो�क
	 1 सेे 9999 → 38889 कीी-स्ट्रोो�क

	

अंंकोंं� कीी कुुल संंख्याा = n(N + 1) – 1n

जहाँँ�  n = दीी गई संंख्याा मेंं अंंकोंं� कीी संंख्याा
N = बड़ीी संंख्याा
1n = दीी गई संंख्याा मेंं अंंकोंं� कीी संंख्याा 1 केे रूप मेंं गि�नीी जााएगीी।

Ex.	 428 पृृष्ठोंं� वाालीी पुुस्तक कोो क्रमांं�कि�त करनेे केे लि�ए कि�तनेे अंंकोंं� कीी 
आवश्यकताा होोगीी?

अंंक
एकल
दोो
तीीन

संंख्याा
1 सेे 9

10 सेे 99

100 सेे 428

कुुल अंंक
1 × 9
2 × 90 = 180
3 × 329 = 987

	 आवश्यक अंंकोंं� कीी संंख्याा = 9 +180 + 987 = 1176

	अं ंकोंं� कीी कुुल संंख्याा = n (N + 1) – 1n

	 = 3 (428 + 1) – 111 = 1287 – 111 = 1176

Ex.	 एक मुुद्रक एक पुुस्तक केे पृृष्ठ कोो 1 सेे शुुरू करतेे हुए 3189 अंंकोंं� काा 
उपयोोग करताा हैै। पुुस्तक मेंं कि�तनेे पृृष्ठ हंैं?

अंंकोंं� कीी कुुल संंख्याा = n (N + 1) – 1n

	 ⇒ 3189 = 4 (N + 1) – 1111

	 ⇒ 4300 = 4 (N + 1) ⇒ N + 1 = 1075 ⇒ N = 1074

+	अंंकोंं काा योोग

Ex.	 1 सेे 100 तक सभीी अंंकोंं� काा योोग ज्ञाात करंें।

एकल अंंक संंख्याा (1 – 9):-
योोग = 1 + 2 ..... + 9 = 45
दोो अंंकीीय संंख्याा (10 – 99):-
(प्रत्येेक अंंक 1 – 9, 10 बाार आताा हैै)
दहााई काा स्थाान :- (1 + 2 +..... + 9) × 10 = 45 × 10 = 450
(प्रत्येेक अंंक 0 – 9, 9 बाार आताा हैै)
इकााई अंंक:- (0 + 1 + 2 +..... + 9) × 9 = 45 × 9 = 405
तीीन अंंक (100):- (1 सैैकड़ाा स्थाान)
कुुल योोग = 45 + 450 + 405 + 1 = 901

वर्गोंं केे अंंतर केे रूप मेंं संंख्याा कीी अवधाारणाा

यदि� एक संंख्याा N कोो दोो संंख्यााओं ं (a × b) केे 
गुुणनफल केे रूप मंें लि�खाा जाा सकताा हैै तोो

2 2a b a – bN ab –
2 2

              

इस प्रकाार, N = x2 – y2

a + b = वि�षम
a – b = वि�षम
a = वि�षम +वि�षम

2

= सम प्रााकृृति�क संंख्याा

a + b = सम
a – b = सम

a = सम + सम
2

= सम प्रााकृृति�क संंख्याा.

a + b = सम
a – b = वि�षम

a =  =सम + वि�षम
2

वि�षम
2

1 प्रााकृृति�क संंख्याा

Ex.	 प्रााकृृति�क संंख्यााओं ंकेे ऐसेे कि�तनेे युुग्म हंैं जि�नकेे वर्गग काा अंंतर 35 हैै?

माान लीीजि�ए, संंख्यााएँँ  x और y हंैं।

	

x2 – y2 = N
x2 – y2 = 35

(x + y) (x – y)

	 7 × 5 = 35

	 35 × 1 = 35

	 अतःः, 2 जोोड़ीी संंभव हैै।
	 ∴ x और y प्रााकृृति�क संंख्यााएँँ  हंैं, (x – y) और (x + y) भीी पूूर्णांं�क होोनाा 

चााहि�ए। सााथ हीी x² – y² = 35 > 0 इसलि�ए (x – y) और (x + y) एक 
धनाात्मक पूूर्णांं�क होोनाा चााहि�ए।

Ex.	 प्रााकृृति�क संंख्यााओं ंकेे ऐसेे कि�तनेे युुग्म हंैं जि�नकेे वर्गग काा अंंतर 36 हैै?

माान लीीजि�ए, संंख्यााएँँ  x और y हंैं।
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2-अंंकीीय संंख्याा और उसकीी  वि�परीीत संंख्याा 
माानाा, दोो अंंकोंं� कीी मूूल संंख्याा = 10x + y, वि�परीीत संंख्याा 10y + x

मूूल और वि�परीीत  संंख्याा काा योोग

(10x + y) + (10y + x) = 11(x + y)

मूूल और वि�परीीत संंख्याा काा अंंतर

(10x + y) – (10y + x) = 9(x – y)

Ex: दोो अंंकोंं� कीी संंख्याा और अंंकोंं� कोो आपस मेंं बदलकर प्रााप्त संंख्याा काा योोग 77 
हैै। यदि� अंंकोंं� काा अंंतर 1 हैै, तोो संंख्याा हैै:

माानाा, संंख्याा = 10x + y

(10x + y) + (10y + x) = 77
 x + y = 7		           .......  (i)

x – y = 1		            .......(ii)

समीीकरण (i) और (ii) कोो हल करनेे पर,
x = 4 और y = 3

अतःः, संंख्याा = 10x + y = 10 × 4 + 3 = 43

Ex: दोो अंंकोंं� वाालीी एक संंख्याा केे अंंकोंं� काा योोग 9 हैै। इसकेे अंंकोंं� कोो आपस 
मेंं बदलनेे पर प्रााप्त संंख्याा दीी गई संंख्याा सेे 45 अधि�क हैै, तोो मूूल संंख्याा क्याा हैै?

माानाा, दोो अंंकोंं� वाालीी संंख्याा 10x + y हैै

प्रश्नाानुुसाार,  x + y = 9		               .....(i)
10y + x – (10x + y) = 45 

 9y – 9x = 45 

 y – x = 5	                                     .....(ii)

समीीकरण (i) और (ii) सेे, x = 2, y = 7

 मूूल संंख्याा = 10x + y = 10 × 2 + 7 = 27

3-अंंकीीय संंख्याा और उसकीी वि�परीीत संंख्याा

माानाा, सैैकड़ाा अंंक = x, दहााई अंंक = y, इकााई अंंक = z, अतःः, मूूल संंख्याा = 100x + 10y + z 

मूूल संंख्याा (100 x + 10y + z)

सैैकड़ाा और इकााई अंंक कोो आपस मेंं बदलतेे हंैं सैैकड़ाा और दहााई अंंक कोो आपस मेंं बदलतेे हंैं

नई संंख्याा    = 100z + 10y + x

घटाानेे केे बााद = मूूल संंख्याा – नई संंख्याा
                 = 100 x + 10y + z – (100z + 10y + x)

                 = 99 (x – z)

                 = 99 (z – x) यदि� वि�परीीत होो

नई संंख्याा    = 100y + 10x + z

घटाानेे केे बााद = मूूल संंख्याा – नई संंख्याा
                 = 100 x + 10y + z – (100y + 10x + z)

                 =  90 (x – y)

                 =  90 (y – x) यदि� वि�परीीत होो
Ex: यदि� तीीन अंंकोंं� वाालीी एक संंख्याा केे सैैकड़ाा और इकााई केे अंंकोंं� कोो आपस 
मेंं बदल दि�याा जााए, तोो परि�णाामीी संंख्याा मूूल संंख्याा सेे 198 कम होोगीी। सैैकड़ाा 
और इकााई केे अंंकोंं� केे बीीच क्याा अंंतर हैै?

माान लीीजि�ए, मूूल संंख्याा 100x + 10y + z हैै
सैैकड़ाा और इकााई केे अंंकोंं� कोो आपस मेंं बदलनेे केे बााद, संंख्याा 
= 100z + 10y + x

दि�याा हैै,
(100x + 10y + z) – (100z + 10y + x) = 198

 99x – 99z = 198 

 99(x – z) = 198 

 x – z = 2

 सैैकड़ाा और इकााई अंंक केे बीीच अंंतर = 2

Ex: यदि� तीीन अंंकोंं� वाालीी एक संंख्याा केे सैैकड़ाा और दहााई केे अंंकोंं� कोो आपस 
मेंं बदल दि�याा जााए, तोो परि�णाामीी संंख्याा मूूल संंख्याा सेे 360 कम होोगीी। सैैकड़ाा 
और दहााई केे अंंकोंं� केे बीीच क्याा अंंतर हैै?

माान लीीजि�ए, मूूल संंख्याा 100x + 10y + z हैै
सैैकड़ाा और दहााई केे अंंकोंं� कोो आपस मेंं बदलनेे केे बााद, संंख्याा
= 100y + 10x + z

दि�याा हैै,
(100x + 10y + z) – (100y + 10x + z) = 360

 90x – 90y = 360

 90(x – y) = 360

 x – y = 4

 सैैकड़ाा और दहााई केे अंंकोंं� काा अंंतर = 4

आपस मेंं बदलनेे पर नयीी संंख्याा अंंतर परि�णााम

सैैकड़ाा और इकााई 100z + 10y + x 99 (x – z) 99 काा गुुणज

सैैकड़ाा और दहााई 100y + 10x + z 90 (x – y) 90 काा गुुणज
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Ex.	 (17. 125)10 = (?)2 मेंं परि�वर्ति�ित करंें
सबसेे पहलेे, पूूर्णांं�क भााग कोो परि�वर्ति�ित करंें

2
2
2
2

17
8
4
2
1

1
0
0
0

	 भि�न्नाात्मक भााग कोो परि�वर्ति�ित करंें

	

0.125 × 2 = 0.250	 0

0.250 × 2 = 0.500	 0

0.500 × 2 = 1.00	 1

(17.125)10 = (10001.001)2
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बीीजगणि�त गणि�त कीी वह शााखाा हैै जि�समें ंसंंख्यााओं ंकेे स्थाान पर सांं�केति�क अक्षरोंं� (चर याा प्रतीीकोंं�) काा प्रयोोग कि�याा जााताा हैै और इन प्रतीीकोंं� पर अंकंगणि�तीीय क्रि�यााएँँ  

(जैसैे ेजोोड़, घटाा , गुुणाा, भााग आदि�) कीी जाातीी हंैं।

व्युुत्क्रम फलन (Inverse Function)

(A) मूूल सूूत्र

बीीजगणि�त09

Ex. यदि�
1 3x
x

+ = , तोो

2 2
2

1 3 2x
x

+ = - = 7 

•	 ( )24 2
4

1 3 – 2 – 2x
x

+ =  = 47

•	 ( )
228 2

8

1 3 – 2 – 2 – 2x
x

é ù+ = ê úë û
 = 2207

•	 3 3
3

1 3 – 3 3x
x

+ = ´ = 18

•	 ( )26 3
6

1 3 – 3 3 – 2x
x

+ = ´  = 322

Ex.	यदि� 1 3− =x
x

, तब

2 2
2

1 3 2x
x

+ = + = 11 

•	 ( )24 2
4

1 3 2 – 2x
x

+ = + = 119

•	 ( )
228 2

8

1 3 2 – 2 – 2x
x

é ù+ = +ê úë û  = (119)2 – 2 = 14159

•	 3 3
3

1– 3 3 3x
x

= + ´ = 36

•	 x6 + 6
1
x

 = (33 + 3 × 3)2 + 2 = 1298
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Ex. यदि�
1 3x
x

+ = , तब

 5
5

1x
x

+ = (32 – 2) (33 – 3 × 3) – 3 = 123

•	 7
7

1x
x

+ = [(32 – 2)2 – 2] (33 – 3 × 3) – 3 = 843

Ex. यदि� 1– 3x
x

= , तब

 5
5

1–x
x

= (32 + 2) (33 + 3 × 3) – 3 = 393

•	 7
7

1–x
x

= [(32 + 2)2 –2] (33 + 3 × 3) + 3 = 4287

(B)	द्वि�घाात समीीकरण

	 हल करनेे केे लि�ए, पहलेे द्वि�घाात समीीकरण (ax2 + bx + c = 0) कोो  
1 

   
x

x
 याा 1–

 
   
x

x
 मेंं परि�वर्ति�ित करें।

Ex.	यदि�  2

2p 1= ,
p – 5p +1 10 p ≠ 0 हैै,  तोो 

1p +
p

 
 
 

 काा माान ज्ञाात करें।

 
2p 1=

p² – 5p 1 10+

	 ⇒ 2 1 1=  20 = p + – 51 10 pp – 5
p

⇒
+

 ⇒ 125 = p + 
p

Ex.	यदि� p2 – 4p – 1 = 0 हैै, तब p2 + 3p + 2

1 3–
p p

 काा माान ज्ञाात करें।

p2 – 4p – 1 = 0, 

	 ⇒ 
1p 4
p

− =

	 ⇒ 2 2
2

1p 4 2 18
p

+ = + =

	 ∴	 2
2

1 1p 3 p
p p

 
+ + − 

 

	 = 18 + 3 × 4 = 18 + 12 = 30

(C)	रि�वर्सस केेस

Ex.	यदि� 2
2

1x
x

+ = 119 (x > 0) हैै, तब 3
3

1x
x

 + 
 

 काा माान ज्ञाात करें। 

2
2

1x
x

+ = 119

	 ⇒
1x
x

+  = 119 2+ 121 11= =

	 = 3
3

1x
x

+  = (11)3 – 3 × 11 = 1331 – 33 = 1298

Ex.	यदि� 4
4

1k + =194
k

 हैै, तब 3
3

1k +
k

 काा माान ज्ञाात करें।

 4
4

1k =194
k

+

	 ⇒ 
2

2

1k
k

+ = 194 2+ = 14

	 ⇒ 1k = 14 2 = 4
k

+ +

	 ∴ 1k³ + = 4³ –12
k³

 = 52

Ex.	If x > 1 और  x² + 1
²x

= 83 हैै, तब x³ – 1
³x

काा माान ज्ञाात करें।

x2 + 2

1
x

 = 83

	 x –  
1
x

 = 83 – 2 = 9

	 ∴  x3 – 3

1
x

 = 93 + 3 × 9 = 729 + 27 = 756
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Ex.	 दि�याा हैै  x8 – 34x4 + 1 = 0, x > 0 हैै, तब 3
3

1–x
x

काा माान ज्ञाात करें।

x8 – 34x4 + 1 = 0

	 ⇒ x4 – 34 + 4

1
x

 = 0 ⇒  x
x

4
4

1
+ = 34

	 ⇒ x
x

2
2

1
+  = 34 2+  = 6

	 x – 1
x

 = 6 – 2  = 2

	 ∴ 3
3

1–x
x

 = 23 + 3 × 2 = 14

(D)	ब्रिं�ंजिं�ंग (Bridging) अवधाारणाा 

Ex.	यदि� 
1 3x
x

  , तब 

•	 1–x
x

 23 – 4  = 5

•	 2
2

1– 3 ( 5)x
x

   = 3 5

Ex.	यदि� 1– 3x
x

= , तब

•	
1x
x

  = 23 4   = 13

•	 2
2

1x
x

  3 ( 13) 3 13  

Ex.	यदि�  x + 1
x

 = – 14, और  x < –1 हैै, तब x2 – 2
1
x

 काा माान ज्ञाात करें 

 x + 1
x

= – 14

•	 x – 1
x

 = (–14)² – 4  = 192  = ± 8 3

	 यहाँँ� ,  – 8 3  हम लेेतेे हंैं क्योंं�कि� x < –1,

	 x ² – 2
1
x

= (–14) × (– 8 3 ) = 112 3

	

Ex.	यदि� 3
3

1
x

x
= 18 हैै, तब 3

3

1
x

x
काा माान ज्ञाात करें। 

 3x 3

1
x  = 218 – 4  = 324 – 4  = 320  = 8 5

Ex.	यदि� 5
5

1
x

x
= 82 हैै, तब 5

5

1
x

x
 काा माान ज्ञाात करें। 

5
5

1
x

x
 = 282 4  = 6724 4  = 6728  = 58 2

Ex.	यदि�  x > 1 और  x2 + 2

1 2 5
x

=  हैै, तब x4 – 4

1
x

काा माान ज्ञाात करें। 

1² 2 5
²

x
x

+ =

	 1² – (2 5)² – 4
²

x
x

= = 4 

	 ∴ 4
4

1–x
x

 = 2 2
2 2

1 1x x
x x

   + −   
   

 = 2 5 × 4 = 8 5

Ex.	 यदि�  1 2 2x
x

 + = 
 

 और  x > 1 हैै, तब 6
6

1–x
x

 
 
 

 काा माान ज्ञाात करें। 

 दि�याा हैै, 

	 x + 1
x

 = 2 2

	 x – 1
x

 = 8 – 4 = 2

	 ⇒ x3 – 3
1
x

 = 23 + 3 × 2 = 14

	 ⇒ x3 + 3
1
x

 = 3(2 2) – 3 2 2×  = 10 2

	 ⇒ x6 – 6
1
x

 = (x3 – 3
1
x

)(x3 + 3
1
x

)

	 = 14 × 10 2  = 140 2  

Ex.	यदि�  1 6x
x

 − = 
 

, और  x > 1 हैै, तब 8
8

1x
x

 − 
 

 काा माान ज्ञाात करें। 

1 = 6x
x

 − 
 

	

1 6 4 10x
x

+ = + =

	  ⇒ 2
2

1x
x

+ = ( )210  – 2 = 8 

	  ⇒ 4
4

1x
x

+ = 8² – 2 = 62 

	  ⇒ x4 – 4
1
x

 = 3844 – 4  =  3840

	 ∴ 8 4 4
8 4 4

1 1 1x x x
x x x

   − = + −   
   

 = 62 3840  = 992 15  
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(E)	असमाान गुुणांं�क

Ex.	यदि� 45a – 2
a

 + 
 

= 13 और a > 0, तब 

 5a + 4
a

 – 2 = 13 

	 ⇒ 5a + 4
a

 = 15

•	 5a – 4
a

 = 15² – 4 5 4   = 225 – 80  =  145

•	 25a² + 16
a²

 = 225 – 2 × 5 × 4 = 225 – 40 = 185

•	 125a3 + 
3

64
a

 = 3375 – 3 × 15 × 5 × 4 = 3375 – 900 = 2475

Ex.	यदि� 45a –
a

 
 
 

= 13 और  a > 0, तब 

 5a – 4
a

  = 13

	 •	 5a + 4
a

 = 13² 4 5 4     = 169 80   = 249

	 • 	 25a² + 16
a²

 = 169 + 2 × 5 × 4 = 169 + 40 = 209

	 • 	 125a3 + 
3

64
a

 = (13)3 + 3 × 13 × 5 × 4 = 2197 + 780 = 2977

(F)	वि�षेेश स्थि�ति�

Ex.	यदि�  x + 
1
x

 = 2 हैै, तब x121 + 121

1
x

काा माान ज्ञाात करें। 

 हम जाानतेे हैै कि�, यदि� x + 
1
x

 = 2 तब x = 1

	 ∴ x121 + 121

1
x

= 1 + 1 = 2

Ex.	यदि� x + 1
2x 

= – 4 हैै, तब (x + 2)231 + 231

1
( 2)x  काा माान ज्ञाात करें। 

 दि�याा हैै,  x + 1
2x 

= – 4 

	 ⇒ (x + 2) + 
1

( 2)x   = – 2 ⇒ x + 2 = – 1 

	 ∴ (x + 2)231 + 231

1
( 2)x 

 = (– 1)231 + 231

1
(–1)

	 = – 1 – 1 = – 2

Ex.	यदि� r 13+ =1
13 r

 हैै, तब r³ काा माान ज्ञाात करें।

 r 13+ =1
13 r

 माानाा, x = r
13

 	 यदि�, x + 
1
x

 = 1 ⇒ x³ = – 1 ⇒ 
3r = –1

13
 
 
 

 ⇒ r³ = – 2197

Ex.	यदि� 1x
x

  = –1 हैै, तब x51 + x45 + x21 + x15 + x3 + 4  काा माान ज्ञाात 

करें।

 हम जाानतेे हंैं कि�, यदि� x + 1
x

 = – 1 तब x3 = 1

	 ∴ x51 + x45 + x21 + x15 + x3 + 4
	 = (x³)17 + (x³)15 + (x³)7 + (x³)5 + x³ + 4
	 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 4 = 9

Ex.	यदि� 1 2x
x

   हैै, तब x96 + x100 + x112 + x116 + x4 + 3 काा माान 

ज्ञाात करें।

 यदि� 1 2x
x

  तोो x4 = – 1

	 ∴ x96 + x100 + x112 + x116 + x4 + 3

	 = x96 (x4 + 1) + x112 (x4 + 1) + x4 + 3

	 = 0 + 0 + (– 1) + 3 = 2

Ex.	यदि� 1 3x
x

   हैै, तब x1012 + x1006 + x506 + x500 + x400 + x406 + 

x206 + x200 + x6 + 5 काा माान ज्ञाात करें। 
 हम जाानतेे हंैं कि�, x + 1

x
 = 3  तब x6 + 1 = 0 याा  x6 = – 1.

	 ∴ x1012 + x1006 + x506 + x500 + x400 + x406 + x206 + x200 + x6 + 5 

	 = x1006 (x6 + 1) + x500 (x6 + 1) + x400 (x6 + 1) + x200 (x6 + 1) + x6 
+ 5 = – 1 + 5 = 4

(G)	वि�वि�ध अवधाारणाा

+	यदि� x = 
a b
a – b


 तब , 
1 a b a b

a b a b
x

x
 

  
 

2(a b)
(a b)






Ex.	यदि� 5 – 4=
5 + 4

x  याा 5 + 4y =
5 – 4

 हैै, तोो 
2 2

2 2

– y + y
+ y + y

x x
x x

काा माान ज्ञाात  करें। 

 xy = 5 – 4 5 4 1
5 4 5 – 4

+
× =

+
 

	 जब दोो संंख्यााएँँ x और y व्युुत्क्रमाानुुपाातीी होो तब, 

	 x + y =
2(a b)
(a b)




= 
2(5 4)
(5 – 4)

+
 = 18

	 x2 + y2 = 182 – 2 = 322

	 ∴ ² – y y² 322 –1 321= =
² y y² 322 1 323

x x
x x

+
+ + +
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Ex.	यदि� x2 – 11x + 1 = 0, हैै, तब  x 8 – 14159x4 + 11 काा माान ज्ञाात 
करें। 

 x ² – 11x + 1 = 0

	 ⇒ x + 1
x

 = 11

	 ⇒ x ² + 1
²x

 = 121 – 2 = 119

	 ⇒ x 4 + 4

1
x

 = 119² – 2 = 14161 – 2

	 ⇒ x 4 + 4

1
x

 = 14159 ⇒ x 8 + 1 = 14159x4

	 ⇒ x 8 – 14159x 4 = – 1
	 ∴ x 8 – 14159x 4 + 11 = – 1 + 11 = 10 

Ex.	यदि� x (x – 5) = –1 हैै, तब x 3 (x3 – 110) काा माान ज्ञाात करें। 

 दि�याा हैै, x (x – 5) = –1
	 ⇒ –1– 5x

x
=  ⇒ 1 5x

x
+ =

	 ⇒ 3 3
3

1 5 – 3 5x
x

+ = ×

	 ⇒ 3
3

1 110x
x

+ = ⇒ x 6 + 1 = 110x3 

	 ⇒ x6 – 110x 3 = –1
	 ∴ x3 (x3 – 110) = –1

Ex.	यदि� 8k6 + 15k3 – 2 = 0 हैै, तब 1k +
k

 
 
 

काा धनाात्मक माान ज्ञाात करें। 

 माानाा, k3 = x
	 इसलि�ए, 
	 8x2 + 15x – 2 = 0

	 ⇒ 8x2 + 16x – x – 2 = 0 

	 ⇒ 8x(x + 2) – 1 (x + 2) = 0 

	 ⇒ (8x – 1) (x + 2) = 0

	 ⇒ 8x – 1 = 0 ⇒ x = 1
8

	 or x + 2 = 0 ⇒ x = – 2 

	 [यह ऋणाात्मक माान केे काारण संंभव नहींं�  हैै।] 

	 अब, 

	 k3 = 1
8

 ⇒ k = 1
2

  

	 ∴ (k + 1
k

) = ( 1
2

+ 2) = 5
2

= 12
2

Ex.	यदि� x 2 + 6x + 1 = 0 हैै, तब (x + 6)3 + 
( )3

1
6x +

काा माान ज्ञाात करें।  

 माानाा , x + 6 = t ⇒ x = t – 6

	 x 2 + 6x + 1 = 0
	 ⇒ (t – 6)2 + 6(t – 6) + 1 = 0
	 ⇒ t2 + 36 – 12t + 6t – 36 + 1 = 0

	 ⇒ t2 – 6t + 1 = 0 ⇒ t + 1
t

 = 6

	     3
3

1t
t

+ = 63 – 3 × 6 = 198

	 ∴  (x + 6)3 +
( )3

1
6x +

 = 198  

वैक�� क �व�ध

	 x 2 + 6x + 1 = 0 ⇒ x + 6 = –1
x

 ⇒ x + 1
x

 = –6

	 x3 + 13x
 = –216 + 18 = –198

	 ∴ (x + 6)3 + ( )3
1
6x +

 = 
3–1

x
 
 
 

+ (–x)3 = – 3
3

1 x
x

 + 
 

	 = –(–198) = 198

Ex.	 यदि� x2 – 16x + 59 = 0 हैै, तब (x – 6)² + 2

1
( – 6)x

काा माान ज्ञाात करें। 

 माानाा  y = x – 6 ⇒ x = y + 6

	 अब, (y + 6)² – 16(y + 6) + 59 = 0

	 ⇒ y² + 36 + 12y – 16y – 96 + 59 = 0

	 ⇒ y² – 4y = 1 

	 ⇒ y – 
1
y

 = 4 

	 ⇒ 2
2

1y
y

+ = 18

	 ∴ (x – 6)2 + 2

1
( – 6)x = 18

वर्गग  काा सूूत्र (दोो चर)

(a + b)²

a² + b² + 2ab

(a – b)² + 4ab

a – b
4 4

(a² + b²) (a² – b²)

(a² + b²)(a + b)(a – b)

(a – b)²

a² + b² – 2ab

(a + b)² – 4ab

a + b
4 4

(a² – b²)² + 2a²b²

(a² + b²)² – 2a²b²

(a + b)² + (a – b)² = 2(a² + b²)

(a + b)² – (a – b)² = 4ab

2 2
a b a – b

ab –
2 2

� � � ��
� � � �� � � � �
� � � �

•

•

•

• a² – b² = (a + b)(a – b)

Ex.	(7x + 4y)2 + (7x – 4y)2 काा सरलीीकृृत माान ज्ञाात करें। 

 (a + b)2 + (a – b)2 = 2(a2 + b2)

	 (7x + 4y)2 + (7x – 4y)2 = 2[(7x)2 + (4y)2]

	 = 2 (49x2 + 16y2)

	 = 98x 2 + 32y2

Ex.	
2 22 3y 2 – 3y–

2 2
x x            

= ?

 
2 22 3y 2 – 3y–

2 2
x x            

= 2x × 3y = 6xy
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घन काा सूूत्र (दोो चर)

Ex.	यदि� x + y = 1 हैै, तब x³ + 3xy + y3 काा माान ज्ञाात करें। 

 x + y = 1 

	 दोोनोंं� तरफ घन करनेे पर 
	 x³ + y³ + 3xy (x + y) = 1³

	 ⇒ x³ + y³ + 3xy = 1

Ex.	यदि�  a = 999 हैै, तब ( )23 a 1a 3a 3 ++ + is काा माान ज्ञाात करें। 

 हम जाानतेे हंैं कि�, (a + 1)3 = a3 + 3a2 + 3a + 1

	 यहाँँ� , a = 999

	 ∴ ( )23 a 1a 3a 3 ++ + = (a + 1) = 999 + 1 = 1000

Ex.	(x + y)3 – (x – y)3 – 6y(x2 – y2) कोो सरल करें। 

 (x + y)³ – (x – y)³ = 2y³ + 6x ²y

	 ∴ (x + y)³ – (x – y)³ – 6y(x² – y²) 
	 = 2y³ + 6x²y – 6x ²y + 6y³ = 8y³

Ex.	 नि�म्नलि�खि�त वं्यंजक कोो सरल करें। 

	

3 3
1 1
y y

x x
   
           

 (a + b)³ + (a – b)³ = 2a³ + 6ab²

	
3 3

1 1
y y

x x
   
           

2
3 12( ) 6( )

y
x x

 
     

= 2x3 +  2

6
y
x

Ex.	यदि� (2x – 5y)³ – (2x + 5y)³ = y [Ax ² + By²] हैै, तब (2A – B) काा 
माान ज्ञाात करें।

 (a – b)3 – (a + b)3 = –2b(b2 + 3a2)

	 (2x – 5y)³ – (2x + 5y)³ = – 2 × 5y [(5y)2 + 3 × (2x)2]
	 = – 10y (25y2 + 12x 2) = y (–120x2 – 250y2)
	 ⇒ A = –120, B = –250
	 ∴ (2A – B) = 2 × (–120) + 250 = 10

Ex.	यदि� a + b = 10 और ab = 6 हैै, तब a3 + b3 काा माान ज्ञाात करें। 

a + b = 10, ab = 6

	 a3 + b3 = (a + b) {(a + b)2 – 3ab}
	 = 10 {(10)2 – 3 × 6} = 10 × 82
	 = 820

Ex.	यदि� x – y = 25 और xy = 444 हैै, तब x ³ – y³ काा माान ज्ञाात करें। 

 x 3 – y3 = (x – y) [(x – y)2 + 3xy]

	 = 25 [252 + 3 × 444]
	 = 25 [625 + 1332] 
	 = 48925

वर्गग काा सूूत्र (तीीन चर)

(a + b + c)² = a² + b² + c² + 2(ab + bc + ca)

(a – b – c)² = a² + b² + c² – 2(ab – bc + ca)

(a + b – c)² = a² + b² + c² + 2(ab – bc – ca)

(a + b + c)² + (a – b – c)² = 2 [a² + (b + c)²]

(a + b + c)² – (a – b – c)² = 4a (b + c)

•

•

•

•

•

(a – b)² + (b – c)² + (c – a)² = 2 (a² + b² + c² – ab – bc – ac)•

Ex.	यदि� a + b + c = 10 और ab + bc + ca = 30 हैै, तब a² + b² + c² 
काा माान ज्ञाात करें।

 a² + b² + c² = (a + b + c)² – 2 (ab + bc + ca)

	 = (10)² – 2(30) = 40

Ex.	यदि� x + y + z = 13, x ² + y² + z² = 91 और xz = y², तब z और x 
केे बीीच अंंतर ज्ञाात करें। 

 (x + y + z)2 = x 2 + y2 + z2 + 2(xy + yz + zx)

	 ⇒ 169 = 91 + 2(xy + yz + y2) 
	 ⇒ 78 = 2y(x + z + y)
	 ⇒ 39 = y × 13 ⇒ y = 3 
	 (z – x)2 = x2 + z2 – 2xz
	 ⇒ (z – x)2 = 82 – 2 × 9
	 ⇒ (z – x)2 = 64 ⇒ z – x = 8

वैक�� क �व�ध

	 x =1, y = 3 और  z = 9 रखनेे पर सभीी समीीकरणोंं� कोो संंतुुष्ट करताा हैै  
	 ∴ z – x = 9 – l = 8

Ex. 	यदि� a + b + c = 10 और a² + b² + c² = 38 हैै, तब (a – b)² + (b – c)² 
+ (c – a)² काा माान ज्ञाात करें।

 ab + bc + ca = (a b c)² – (a² b² c²)
2

+ + + +

	 = 100 – 38
2

 = 62
2

 = 31

	 ∴ (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 = 2(38 – 31) = 14 

वैक�� क �व�ध

	 a = 5, b = 3 और  c = 2 रखनेे पर सभीी समीीकरणोंं� कोो संंतुुष्ट करताा हैै 	
∴ (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 = 22 + 12 + (–3)2 = 4 + 1 + 9 = 14
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घन काा सूूत्र (तीीन चर)

Ex.	यदि� a + b + c = 6, a² + b² + c² = 14 और ab + bc + ca = 11 हैै, 
तब a³ + b³ + c³ – 3abc काा माान ज्ञाात करें। 

 a + b + c = 6, a² + b² + c² = 14, 

	 ab + bc + ca = 11
	 ∴ a³ + b³ + c³ – 3abc = 6(14 – 11) = 6 × 3 = 18

Ex.	यदि� x + y + z = 7 और xy + yz + zx = 8 हैै, तब x3 + y3 + z3 – 3xyz 
काा माान ज्ञाात करें। 

 x3 + y3 + z3 – 3xyz = 7(49 – 3 × 8)	

	 = 7(49 – 24) = 7 × 25 = 175
Ex.	यदि�  a + b + c = 6, a² +b² +c² = 32 और  a³ + b³ + c³ = 189 हैै, 

तब abc – 3 काा माान ज्ञाात करें। 
 a³ + b³ + c³ – 3abc 

	 = (a b c)
2

   [3(a² + b² + c²) – (a + b + c)²]

	 ⇒ 189 – 3abc = 3[3 × 32 – 36]
	 ⇒ 189 – 3abc = 3 × 60 ⇒ abc = 3
	 ∴ abc – 3 = 3 – 3 = 0
Ex.	यदि� x = 32, y = 33 और z = 35 हैै, तब x3 + y3 + z3 – 3xyz काा माान 

ज्ञाात करें। 

 x – y = –1, y – z = –2, z – x = 3

	 x3 + y3 + z3 – 3xyz = 100
2

(1 + 4 + 9) = 700

Ex.	यदि� (3x + 1)3 + (x – 3)3 + (4 – 2x)3 + 6 (3x + 1) (x – 3)(x – 2) 

= 0 हैै, तब x काा माान ज्ञाात करें।  

 यदि� a³ + b³ + c³ – 3abc = 0 तब a + b + c = 0

	 ⇒ 3x + 1 + x – 3 + 4 – 2x = 0

	 ⇒ 2x + 2 = 0

	 ⇒ x = –1

Ex.	यदि� (4x – 3)3 + (2x + 5)3 + (5x – 7)3 = (4x – 3) (6x + 15) (5x 

– 7) और x ≠ 5
11

 हैै, तब x काा माान ज्ञाात करें।

स्थि�ति� 1 :- यदि� a³ + b³ + c³ – 3abc = 0 तब a + b + c = 0

	 ⇒ 4x – 3 + 2x + 5 + 5x – 7 = 0

	 ⇒ 11x – 5 = 0

	 ⇒ x = 5
11

  (यह संंभव नहींं�  हैै)

	 स्थि�ति� 2 :- यदि�  a³ + b³ + c³ – 3abc = 0 तब a = b = c

	 ⇒ 4x – 3 = 2x + 5

	 ⇒ 2x  = 8 

	 ⇒ x = 4

Ex.	यदि� a = 199, b = 200, c = 201 हैै, तब a³ + b³ + c³ – 3abc काा 
माान ज्ञाात करें। 

 यहाँँ� , a = 199 b = 200 और  c = 201 तथाा a, b, c समांं�तर 

शे्रेणीी मेंं हंैं। 
	 साार्वव अंंतर (d) = 200 – 199 = 1,  

	 b = 200

	 ∴ a³ + b³ + c³ – 3abc = 9bd² = 9 × 200 × 1 = 1800

Ex. 	यदि� a = 2001, b = 2002 और c = 2003 हैै, तब a² + b² + c² – ab 
– bc – ca काा माान ज्ञाात करें। 

यहाँँ� , a = 2001, b = 2002 और c = 2003 तथाा a, b और 

	 c समांं�तर शे्रेणीी मेंं हंैं। 

	सा ार्वव अंंतर (d) = 2002 – 2001 = 1

	 ∴  a² + b² + c² – ab – bc – ca = 3d²

	 = 3 × (1)² = 3

Ex. 	यदि� a = b = 336 और  c = 337 हैै, तब a³ + b³ + c³ – 3abc काा माान 
ज्ञाात करें।  

 a = b = 336 और c = 337

	 a³ + b³ + c³ – 3abc = a + b + c

	 = 336 + 336 + 337 = 1009	
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पूरू्णण वर्गग कीी अवधाारणाा
	 यदि� x + y = 0 हैै तब याा तोो x याा y ऋणाात्मक होोनाा चााहि�ए लेेकि�न यदि� 

x2 + y2 = 0 हैै तोो x और y दोोनोंं� 0 होोनेे चााहि�ए क्योंं�कि� न तोो x और न हीी 
y ऋणाात्मक होो सकतेे हंैं।

	 (i)	 यदि� x2 + y2 + z2 = 0 तोो x = y = z = 0

	 (ii)	 यदि� (x – a)2 + (y – b)2 + (z – c)2 = 0

	 तब x – a = 0 ⇒ x = a
	 y – b = 0 ⇒ y = b
	 z – c = 0 ⇒ z = c

Ex.	यदि� (a – 18)² + (b – 12)² + (c – 6)² = 0 हैै, तब (a + b + c)½ काा 
माान ज्ञाात करें।

 (a – 18)² + (b – 12)² + (c – 6)² = 0 

	 ⇒ a = 18 ; b= 12 ; c = 6

	 ∴ (a + b + c)½ = (36) ½ = ±6 

Ex.	यदि� (a + b – 2)² + (b + c – 5)² + (c + a – 5)² = 0 हैै, तब 
a b(b c) (c a) 1     काा माान ज्ञाात करें। 

(a + b – 2)² + (b + c – 5)2 + (c + a – 5)2 = 0

	 a  +  b  =  2 			  ......(i) 
	 b  +  c  =  5 			  ......(ii)
	 c  +  a  =  5 			  .....(iii)	

	 समीीकरण (i), (ii) और (iii) कोो जोोड़नेे पर
	 ∴ 2(a + b + c) = 12
	 ⇒ a + b + c = 6 		  ......(iv)
	 ⇒ a = 1, b = 1, c = 4

	 ∴ 
a b(b c) (c a) 1     = 

1 1(5) (5) 1 9 3   

Ex.	यदि� x2 + 4y2 + 2x + 1 = 0 हैै, तब x39 + y36 काा माान ज्ञाात करें। 

 x2 + 4y2 + 2x + 1 = 0

	 ⇒ (x + 1)2 + (2y)2 = 0

	 ⇒ x + 1 = 0 ⇒  x = –1

	 2y = 0 ⇒  y = 0

	 ∴ x39 + y36 = (–1)39 + (0)36 = –1

Ex.	यदि� a2 + b2 + 49c2 + 18 = 2 (b – 28c – a) हैै, तब (a + b – 7c) 
काा माान ज्ञाात करें।

a = = –1
1

= –1

	 b = = 1

	 c = = –28
49

 = – 4
7

	 ∴ a + b – 7c = – 1 + 1 – 7 × – 4
7

 
   

 = 4

माान  रखनेे कीी अवधाारणाा पर आधाारि�त 

	

यिद तो+ y = 7 5( + y)x x
↓

7

6

5

4

0

1

2

3

↓

	 हम x और y काा सहीी माान ज्ञाात नहींं�  कर सकतेे हैै।  
	 लेेकि�न 5(x + y) = 5 × 7= 35

	 ⇒ 5(x + y) काा माान (x + y) पर नि�र्भभर करताा हैै, x और y पर नहींं� ।

	• यदि� केेवल एक समीीकरण दि�याा गयाा हैै (जैैसेे x + y = 7), तोो हम कि�सीी एक 
चर काा माान नि�श्चि�त कर सकतेे हंैं। दूसूराा चर अनि�श्चि�त रहेेगाा और हम अपनीी 
सुुवि�धाानुुसाार उसकाा माान सकतेे हंैं, बशर्तेे वह दीी गई शर्तत कोो पूूराा करताा होो।

	 ध्याान दंें :

	 (i)	 जब आप कि�सीी समीीकरण मेंं माान रखेंं, तोो ध्याान रखेंं कि� वह समीीकरण 
0
0 जैैसीी अनि�र्धाा�रि�त स्थि�ति� मेंं न चलाा जाायेे याा अनंंत याा कोोई अन्य 
अनि�र्धाा�रि�त रूप न बन जाायेे।

	 (ii)	 पहलेे कि�सीी एक चर केे लि�ए 0 लगाानेे काा प्रयाास करें। यदि� वह कााम 
न करे, तोो कि�सीी अन्य चर केे लि�ए 0 लगाानेे काा प्रयाास करें।

	 (iii)	 यदि� 0 रखनेे सेे समीीकरण संंतुुष्ट नहींं�  होोताा हैै, तोो समीीकरण मेंं जोो भीी 
उपयुुक्त होो, उसकेे आधाार पर +1, –1, –2, –6 आदि� जैैसेे अन्य माानोंं� 
काा प्रयाास करें।

	 (iv)	 हम जोो भीी माान माानतेे हंैं वह प्रश्न मेंं दीी गई कि�सीी भीी शर्तत काा उल्लंंघन 

नहींं करनाा चााहि�ए। 
	• यदि� दोो/तीीन समीीकरण दि�ए गए हंैं तोो दोो/तीीन चरोंं� काा माान स्थि�र होोगाा तथाा 

शेेष सभीी चर अनि�श्चि�त होंं�गे, जि�नकेे माान हम तब तक माान सकतेे हंैं जब तक 
समीीकरण संंतुुष्ट होंं�।

Ex.	यदि� 2a + 2b + c = 0 हैै, तब 
2 2 2

2

4a +4b +4c
5c -8ab

 काा माान ज्ञाात करें। 

 a = b = 1 रखनेे पर

	 ⇒ c = – 4

	 ∴ 
2 2 2

2

4a 4b 4c
5c 8ab
 


 = 4 4 64 72

80 – 8 72
 

  =1

Ex.	यदि�  α + β + γ = 0, तोो  β α γ
β αγ

2 2 2

2

3 + +
=?

2 – 

 α = β =1; γ = – 2 रखनेे पर

	 ∴ 
3 ² ² ²

2 ² –
+ +  

 

	 = 
3 (1)² (1)² (–2)²

2 (1)² –1 (–2)
× + +
× ×

 = 2

Ex.	यदि� x² + y² + z² = xy + yz + zx हैै, तब 
4 4 4

2 2 2 2 2 2

17 9 16
8 6 10

x y z
x y y z z x

 + +
 + + 

 

काा माान ज्ञाात करें। 
 x = y = z = 1 रखनेे पर 

	 ∴ 17 9 16
8 6 10

+ +
+ +

 = 42
24

 = 1.75
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समरूपताा  कीी अवधाारणाा

	 जब भीी कि�सीी वं्यंजक मेंं प्रत्येके पद कीी घाात समाान होो और वेे दि�ए गए वं्यंजक 
मेंं समाान संंख्यााओं ंमेंं आतेे होंं�, तोो समरूपताा कीी अवधाारणाा लाागूू करें। अर्थाा�त्् 
प्रत्येेक चर/पद कोो दूसूरेे केे बरााबर करें और वं्यंजक कोो सरल करें।

	• एक बीीजीीय वं्यंजक अपनेे चरोंं� मेंं समरूपताा होोताा हैै, कि�सीी भीी चर कोो आपस 
मेंं बदलनेे सेे वं्यंजक मेंं कोोई परि�वर्ततन नहींं�  होोताा हैै।

	 यदि�  a2 + b2 + c2 = ab + bc+ ca, तब  a = b = c

	• दोोनोंं� पक्षोंं� मेंं प्रत्येके पद कीी घाात समाान होोनीी चााहि�ए।

Ex.	यदि�  a2 = b + c, b2 = c + a और  c2 = a + b हैै, तब 
1 1 1

1 a 1 b 1 c
 

  
 

काा माान ज्ञाात करें। 
 जांं�च करनेे पर a2 = b + c, b2 = c + a,  c2 = a + b मेंं a = 

b = c = 2 रखतेे हंैं और येे माान समीीकरण कोो संंतुुष्ट करतेे हंैं।

	 ⇒ 1 1 1
1 a 1 b 1 c

 
  

= 1 1 1+ +
1 + 2 1 + 2 1 + 2

= 1

Ex.	यदि� 
2 2 2y z

by cz a cz a by
 

  
x

x x  = 1 हैै, तब 
y z

a y b z a
 

  
x

x

काा माान ज्ञाात करें। 

जांं�च करनेे पर x = y = z = 2, तथाा a = b = c = 1 और येे माान 

	 समीीकरण कोो संंतुुष्ट करतेे हंैं।
	 x = y = z = 2 और  a = b = c = 1 रखनेे पर 

	 ⇒ 
y z

a y b z c
x

x
 

  

	 = 2 2 2
2 1 2 1 2 1

 
  

 = 2

डि�ग्रीी कीी अवधाारणाा 

	 बीीजगणि�त मेंं, घाात बहुपद वं्यंजक मेंं चरोंं� कीी उच्चतम घाात (घाातांं�क) कोो 
संंदर्भि�ित करताा हैै (चर कीी अधि�कतम घाात कोो डि�ग्रीी कहतेे हंैं)

	मु ुख्य बिं�ंदु:ु-

	 (i)	 रैैखि�क बहुपद: ax + b(डि�ग्रीी  = 1)

	 (ii)	 द्वि�घाात बहुपद: ax2 + bx + c (डि�ग्रीी = 2)

	 (iii)	 घन बहुपद: ax3 + bx2 + cx + d (डि�ग्रीी = 3)

1.	 एकल-चर बहुपद केे लि�ए: डि�ग्रीी उस चर काा उच्चतम घाातांं�क हैै:
Ex.	4x3 + 2x2 – x + 7 में ंडि�ग्रीी 3 हैै (x3 कीी उच्चतम घाात केे काारण)
2.	 बहुचर बहुपद केे लि�ए: डि�ग्रीी कि�सीी भीी पद मेंं घाातांं�क काा उच्चतम योोग हैै:

3x y + 2xy + y
2 3

� � � � �

3 4 1

2 1 1 3 1

	 अतःः  समीीकरण कीी घाात 4 हैै।
Ex.	7x8 – 9x5 + 13x4 + 12x2 – 37 → डि�ग्रीी = 8

3.	 कि�सीी स्थि�रांं�क (जैैसेे 5 याा -2) कीी घाात 0 होोतीी हैै, तथाा शूून्य बहुपद (केेवल 
0) कीी घाात अपरि�भााषि�त होोतीी हैै, याा कभीी-कभीी संंदर्भभ केे आधाार पर 
ऋणाात्मक अनंंत केे रूप मेंं परि�भााषि�त होोतीी हैै।

	• यदि� चर गुुणज मेंं हैै तोो घाात जोोड़ीी जााएगीी।
Ex.	a1b1 + bc + ca ⇒ डि�ग्रीी (a1b1) = 1+ 1 = 2

	• यदि� चर भााग मेंं हैै तोो घाात घटाा दीी जााएगीी

Ex.	
2

1

b
a

 ⇒ डि�ग्रीी = 2 – 1 = 10

Ex.	
1 1

1

ab+bc+ca a b 2
a–b–c a 1

⇒ = = 2 – 1 = 1

	• कि�सीी भीी समरूप वं्यंजक मेंं प्रश्न कीी डि�ग्रीी उत्तर कीी डि�ग्रीी केे बरााबर होोनीी 
चााहि�ए।

Ex.	 ( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( )( )

2 2 2a b – c b c – a c a – b
c – a a – b a – b b – c b – c c – a

+ + में ंडि�ग्रीी हैै____.

यहाँँ� ,
	 (b – c)2 डि�ग्रीी हैै = 2

	 a (b – c)2 डि�ग्रीी हैै = 2 + 1 = 3

	 तथाा,
	 (c – a) डि�ग्रीी हैै = 1

	 (a – b) डि�ग्रीी हैै = 1

	 इसलि�ए, (c – a) (a – b) डि�ग्रीी हैै = 1 + 1 = 2

	 इसलि�ए,  

	
( )

( )( )

2a b – c
c – a a – b  डि�ग्रीी हैै  = 3 – 2 = 1

Ex.	
( )( ) ( ){ }

( )

32 2

2 2

m n m – n – m – n

m n – mn

+
 काा माान ज्ञाात करें।

	 (a)	 m + n	 (b)	 m – n
	 (c)	 2	 (d)	 mn

 यहाँँ� , बहुपद कीी डि�ग्रीी = 2 1
2 1



 = 3
3

 = 3 – 3 = 0

	 अतःः  बहुपद काा माान भीी 0 डि�ग्रीी काा होोगाा अर्थाा�त्् माान स्थि�र रहेेगाा।
	 चूँँ�कि�  केेवल वि�कल्प (c) मेंं स्थि�र माान हैै।
	 ∴ वि�कल्प (c) सहीी उत्तर हैै।

योोगाान्तराानुुपाात (कंंपोोनेंंडोो और डि�वि�डेंडोो नि�यम) 

	 यदि� a
b

 = y
x

 तब a b
a – b
  = 

y
– y

x
x


+	यदि�  x = 2ab
a b

 तब 
2a 2b

– 2a – 2b
x x
x x
 

  = 2

	 जहाँँ�  , 2ab
2a

 = b और  2ab
2b

= a

Ex.	यदि�  x = 
4 15
5 3

 हैै, तब 
20 12
20 12

x x
x x
 


 

 काा माान ज्ञाात करें। 

ऊपर बतााई गई अवधाारणाा काा उपयोोग करकेे, हम वं्यंजक काा 
	 परि�णााम 2 प्रााप्त करेंगेे।

	 ∴ 
20 12
20 12

x x
x x
 


 

 = 2

+	यदि�  
3 3

3 3
1 A a² B a C,

a² – a 1
  


तब 

	 A = 0; B = 1
a –1

; C = –1
a –1
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Ex.	यदि�  3 3
1

4 2 1 
 = 3a 4  + 3b 2 + c और  a, b, c एक अभााज्य 

संंख्याा हैै, तब a + b + c काा माान ज्ञाात करें।

 उपरोोक्त परि�णााम काा उपयोोग करतेे हुए, a = 0, b = 1, c = –1

	 अतःः  , a + b + c =  0 + 1 – 1 = 0

सर्ववसमि�काा आधाारि�त बीीजगणि�तीीय रूपांं�तरण 

Ex.	यदि�  a³ + 3a² + 9a = 1 हैै, तब a³ + 3
a

काा माान ज्ञाात करें। 

 a3 + 3a2 + 9a = 1                     ......(i) × 3 

	 3a3 + 9a2 + 27a = 3                 ......(ii) 

	 समीीकरण (i) मेंं ‘a’ सेे गुुणाा करें,
	 a4 + 3a3 + 9a2 = a                         .....(iii)

	 (ii) कोो (iii) सेे घटााएँँ,
	 a4 – 27a = a – 3
	 ⇒ a4 + 3 = 28a

	 ⇒ a3 + 
3
a

 = 28

Ex.	यदि�  a2 + 3a + 3 = 0 हैै, तब a3 + 6a² + 12a + 10 काा माान ज्ञाात 
करें।  

 a2 + 3a + 3 = 0           .....(i) × a

	 a³ + 3a²+ 3a = 0		     ....(ii)

	 समीीकरण (i) मेंं ‘3’ सेे गुुणाा करें
	 3a² + 9a + 9 = 3		     ... (iii)

	 समीीकरण (ii) और (ii) कोो जोोड़ें,
	 a³ + 6a2+ 12a + 9 = 0
	 ∴ a3 + 6a² + 12a + 10 = 1

Ex.	यदि�  x² + 2 = 2x, हैै, तोो  x4 – x³ + x² + 2 काा माान ज्ञाात करें। 

 x2 – 2x + 2 = 0              ...... (i) × x

	 x3 – 2x2 + 2x = 0           ...... (ii) × x
	 x4 – 2x3 + 2x2 = 0               ...... (iii) 

	 समीीकरण (ii) और (iii) कोो जोोड़नेे पर,
	 x4 – x3 + 2x = 0 
	 ⇒ x4 – x3 + x2 + 2 = 0

कुुछ महत्वपूूर्णण सूूत्र और परि�णााम
	 सूूत्र  1:-

	

1 + A + B + AB = (1 + A) (1 + B)

(a² – ab + b²) (a² + ab + b²) = a + a²b² +b
4 4

(a² + b²)( ² + y²) = (a + by)² + (ay – b )²x x x•

•
•

	 सूूत्र  2:-

	

ab + bc + ca

a³(b² – c²) b³(c² – a²) c³(a² – b²)

a²(b – c) b²(c – a) c²(a – b)

� �

� �

a³(b c) b³(c a) c³(a b)

(a – b)(a – c) (b – c)(b – a) (c – a)(c – b)

� � �
� �

	 सूूत्र  3:-

(a + b + c + d)² = a² + b² + c² + d² + 2a(b + c + d) + 2b(c + d) + 2cd

(b + c)(c + a)(a + b) + abc = (a + b + c)(ab + bc + ca)

( + a) ( + b) ( + c) = ³ + ² (a + b + c) + (ab + bc + ca) + abcx x x x x x

•

•

•

2 2 2
a (b – c) b (c – a) c (a – b)

(c – a)(a – b) (a – b)(b – c) (b – c)(c – a)

� � �
� �• = a + b + c

a² (b – c) + b² (c – a) + c² (a – b) = – (b – c)(c – a)(a – b)

a²(b + c) + b²(c + a) + c²(a + b) = (a + b + c)(ab + bc + ca) – 3abc

a(b² – c²) + b(c² – a²) + c(a² – b²) = (b – c)(c – a)(a – b)

•

•

•

ab(a – b) + bc (b – c) + ca (c – a) = (b – a) (b – c) (c – a)•

Ex.	यदि�  a4 + a2b2 + b4 = 24 और  a² + ab + b² = 8 हैै, तब ab काा माान 
ज्ञाात करें। 

 a2 + ab + b2 = 8 

	 a4 + a2b2 + b4 = 24
	 ⇒ a² – ab + b² = 24

8
 = 3

	 a² – ab + b² = 3	   ...(i)
	 a² + ab + b² = 8	   ...(ii)
	 समीीकरण (i) और (ii) घटाानेे पर
	 ⇒ – 2ab = – 5 ⇒ ab = 2.5
Ex.	यदि�  ax + by = 8, ay – bx = 6 और a2 + b2 + x2 + y2 = 29 हैै, तब  

2 2

2 2

a b
yx

+
+

; a2 + b2 > x2 + y2 काा माान ज्ञाात करें। 

 (a2 + b2) (x2 + y2) = (ax + by)2 + (ay – bx)2 = 82 + 62

	 =  

	 ∴ 
2 2

2 2

a b
yx

+
+  = 25

4
	 परि�णााम  1:-

    

यिद तोy + yz + z = 0,x x

1 1 1
0

² – yz y² – z z² – y
� � �

x x x
( , y, z) 0x ¹

² y² z²
1

² – yz y² – z z² – y
� � �

x
x x x

	 परि�णााम  2:- 

4 4 2 21 1
= a + y = a – y – 2 y 4

a a
� �x x x

b c c a a b

bc(a –
bc + ca + ab = abc, = 1

1) ca(b –1) ab(c –1)

� � �
� �

2 2 2 2 2 2
+ y = z + 1, y + z = + 1, z + = y + 1,

1
yz = 1 or –

8

x x x

x

�1 1 1 1
± = a, y ± = b, z ± = c , yz ± = abc (a +b+c)

y z yz
x x

x x

� �
1 1 1

a + = b + = c+ ( a b c) abc ±1
b c a

n n

1
y = 1 =

1 1

1 1

= 1
y y

�
� �

x
x

x

2 2 2 2

2 2 2

(s – a) (s – b) (s –
a + b +

c) s

a

c = 2s, =

b c

1
� � �

� �

2 2 2 2 3
(a b ab) (a b – ab) 1 (1 – a²)(1 – b²)

4

� �
� � � � � �� �

� �

2 2 2 1
(a + 1) (b + 1) + N = 2N (a + b) a + = N

a

••

••

••

••

••

••

••

••

••

यिद तो

यिद और

या

तो

यिद तो

यिद तो

यिद तो बराबर है

यिद तो

यिद

तो

यिद तो

यिद तो
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Ex.	यदि�  x = 
87 71
55 39




 और  y = 
87 71
55 39




 तोो 

	
1 1

1 1 yx


   = ?

 यहाँँ� , xy = 87 71 87 71 87 71 16
55 39 1655 39 55 39

  
  

 
 = 1

	 ∴ 
1 1

1 1 yx


   = 1

Ex.	यदि�  x (x + y + z) = 9, y (x + y + z) = 16 और z (x + y + z) = 
144 हैै, तोो x काा माान ज्ञाात करें। 

 x (x + y + z) + y (x + y + z) + z (x + y + z) = 9 + 16 + 144

	 ⇒ (x + y + z) (x + y + z) = 169 ⇒ (x + y + z) = 13

	 ∴ x (x + y + z) = 9 

	 ⇒ x =  9
13

द्वि�घाात समीीकरण
	 द्वि�घाात समीीकरण घाात 2 काा एक बहुपद समीीकरण हैै।
	 इसकाा माानक रूप हैै:
	 ax2 + bx + c = 0
	 जहाँँ�  a, b, c, वाास्तवि�क संंख्यााएँँ हंैं, और a ≠ 0
	• चर x केे वेे माान जोो द्वि�घाात समीीकरण कोो संंतुुष्ट करतेे हंैं, द्वि�घाात समीीकरण 

केे मूूल कहलाातेे हंैं।
	 मूूलोंं और गुुणांं�कोंं केे बीीच संंबंंध

+	यदि� α और β समीीकरण ax² + bx + c = 0 केे मूूल हंैं 

	 (i)	 मूूलोंं� काा योोग = 
2

–b –
( )

a
��� � �

x
x

dk xq.kkad
dk x.q kkda

	 (ii)	 मूूलोंं� काा गुुणनफल = 
2

c
( . )

a
�� � �

x
vpj in
dk xq.kkda

+	यदि� मूूल α और β ज्ञाात हंैं तोो समीीकरण इस प्रकाार दि�याा गयाा हैै x² – (α + 
β )x + (α .β) = 0 

+	यदि� α और β परि�मेय संंख्यााएँँ हंैं और द्वि�घाात समीीकरण काा एक मूूल हैै a + 
b  तोो अन्य मूूल हैै  (a – b ) अर्थाा�त (और इसकेे वि�परीीत)

Ex.	 द्वि�घाात समीीकरण ज्ञाात कीीजि�ए जि�सकाा एक मूूल हैै 2 + 3 .

 जैैसेे  α = 2 + , β = 2 – 3

	 मूूलोंं� काा योोग  (α + β) = (2 + 3 ) + (2 – 3 ) = 4

	 मूूलोंं� काा गुुणनफल (α . β) = (2 + 3 ) (2 – 3 ) = 1

	सू ूत्र काा उपयोोग करनेे पर
	 x² – (α + β) x + α. β = 0 ⇒ x² – 4x + 1 = 0

(1) गुुणनखंंडन वि�धि�

Ex.	x2 – 15x + 56 = 0

	 चरण  1: गुुणनखंंड नि�काालि�ए 

	 56 केे दोो गुुणनखंंड ज्ञाात कीीजि�ए जि�नकाा योोग 15 होो। गुुणनखंंड 8 और 7 
हंैं क्योंं�कि� 8 × 7 = 56 और 8 + 7 = 15

	 चरण  2: चि�न्ह बदलनाा

	 गुुणनखंंडोंं� केे चि�ह्न बदलेंं। अतःः , गुुणनखंंड = 8, 7

	 चरण  3 : x2 केे गुुणांं�क सेे वि�भााजि�त करेंं

	 चूँँ�कि�  x2 काा गुुणांं�क 1 हैै, इसलि�ए 1 सेे भााग देेनेे पर माान नहींं�  बदलताा।
	 चरण  4: मूूल 

	 द्वि�घाात समीीकरण केे मूूल 8 और 7 हंैं।
(2) पूूर्णण वर्गग
Ex.	x2 – 15x + 56 = 0

 x2 – 15x = – 56

	 ⇒ x2 – 15x + 
215

2
 
   

= –56 + 
215

2
 
   

	 ⇒ 
215–

2
x

 
   

 = 1
4

	 ⇒ x – 15
2

= ± 1
2

	 ⇒ x = 8, 7

(3) द्वि�घाात सूूत्र (श्रीीधरााचाार्यय सूूत्र)

+	समीीकरण केे दोो मूूल ax2 + bx + c = 0 हंैं  

	 = 
2–b b – 4ac=

2a


  = –b + D
2a

	 = 
2–b – b – 4ac=

2a
  = –b – D

2a

Ex.	x2 – 15x + 56 = 0

 D = b² – 4ac = 15² – 4 × 1 × 56 = 1

	
2–b b – 4ac=

2a


 = 15 1
2
 = 8

	 =
2–b – b – 4ac=

2a
  = 15 –1

2
= 7
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मूूलोंं कीी प्रकृृति� 

	 द्वि�घाात समीीकरण केे मूूलोंं� कीी प्रकृृति� वि�भेेदक पर नि�र्भभर करतीी हैै, जोो द्वि�घाात 
सूूत्र मेंं वर्गगमूल केे अंंतर्गगत वं्यंजक हैै।

	 ax2 + bx + c = 0
	वि�भे ेदक (D) = b2 – 4ac

Ex.	m केे कि�स माान केे लि�ए समीीकरण 4x² + 6mx + 9 = 0 केे मूलू समाान हंैं।

 द्वि�घाात समीीकरण काा माानक रूप
	 ax² + bx + c = 0 और 4x² + 6mx + 9 = 0
	 माानक समीीकरण कीी तुुलनाा करनेे पर हमेंं मि�लताा हैै।
	 a = 4, b = 6m और  c = 9
	यदि � मूूल समाान हंैं ⇒ b² – 4ac = 0
	 ⇒ 36m² = 144 ⇒ m = ± 2
Ex.	यदि� x2 – 5x + 6 = 0, मूूलोंं� कीी प्रकृृति� काा पताा लगााएंं। 

 a = 1,  b = –5, c = 6
	 D = (–5)2 – 4 × 1 × 6
	 = 25 – 24 = 1 (पूूर्णण वर्गग)
	 अतःः , मूूल वाास्तवि�क, परि�मेेय और भि�न्न हंैं।
Ex.	यदि� 2 t² – 3t + 3 2  = 0, मूूलोंं� कीी प्रकृृति� काा पताा लगााएंं।

 यहाँँ� , a = 2 , b = – 3, c = 3

	 D = b² – 4ac = 9 – 24 = – 15
	 D < 0
	 ∴ मूूल कााल्पनि�क हंैं। 

समाान  मूूलोंं  केे लि�ए शर्तेंं

	 दोो द्वि�घाात समीीकरणोंं� पर वि�चाार करें: a1x² + b1x + c1 = 0
	                                           a2x² + b2x + c2 = 0
	 (i) दोोनोंं� समाान मूूल होोनेे कीी शर्तत : 
	 (ii) एक समाान मूूल होोनेे कीी शर्तत : 
	 (a1b2 – a2b1) (b1c2 – b2c1) = (c1a2 – c2a1)

2

Ex.	यदि� समीीकरण x2 + 2x – 3 =0 तथाा  x2 + 3x – m = 0 एक समाान मूूल 
हैै, तोो m काा गैैर-शूून्य माान हैै।

 (a1b2 – a2b1) (b1c2 – b2c1) = (c1a2 – c2a1)
2

	 ⇒ [1 × 3 – 1 × 2] [2 × (–m) – 3 × (–3)] = [(–3) × 1 – (–m) ×1]2

	 ⇒ (3 – 2) (– 2m + 9) = (– 3 + m)2

	 ⇒ – 2m + 9 = 9 + m2 – 6m
	 ⇒ m2 – 4m = 0
	 ⇒ m (m –4) = 0
	 ⇒ m = 4 ( m ≠ 0)

त्रि�घाात  समीीकरण
	• यदि� α, β और γ घन समीीकरण केे मूूल हंैं।

	 ax3 + bx2 + cx + d = 0

	 तोो,
	 मूूलोंं� काा योोग  (α + β + γ) = b–

a
 = 

2

3
–

x
x

dk x.q kkad
dk xq.kkda

	 दोो मूूलोंं� केे गुुणनफल काा योोग (α β + β γ + γ α) = c
a

= 3
x
x

dk xq.kkda
dk x.q kkda

	 मूूलोंं� काा गुुणनफल  (α β γ) = d–
a

 = 
3

–
x dk xq

vpj in
.kkda

	• यदि� α, β और γ घन समीीकरण केे मूूल हंैं, तोो समीीकरण हैै:
	 x³ – (α + β + γ) x² + (α β + β γ + γ α) x – α β γ = 0

गुुणनखंंड सूूत्र 

( + a) ( + b) = ² + (a + b) + abx x x x
( – a) ( – b) = ² – (a + b) + abx x x x
( – a) ( + b) = ² – (a – b) – abx x x x
( + a) ( – b) = ² + (a – b) – abx x x x

••

••

••

••

द्वि�घाात समीीकरण गुुणनखंंड और शेेषफल प्रमेेय
+	 (x + k) एक बहुपद f(x) काा गुुणनखंंड हैै तोो f (–k) = 0

+	 (ax + k) एक बहुपद f(x) काा गुुणनखंंड हैै तोो f k
a

 
   

 = 0

+	 (ax – k) एक बहुपद f(x) काा गुुणनखंंड हैै तोो  f k
a

 
   

= 0

+	 (x – a) (x – b) एक बहुपद f(x) काा गुुणनखंंड हैै तोो  f(a) = 0 और f(b) = 0

+	यदि� एक बहुपद f(x) कोो (x + k) सेे वि�भााजि�त कि�याा जााताा हैै, तोो शेेषफल 
x = –k पर f(x) काा माान होोताा हैै अर्थाा�त f(–k)

+	यदि� एक बहुपद f(x) कोो (k – ax) सेे वि�भााजि�त कि�याा जााताा हैै तोो शेेषफल 

x = k
a

 पर f(x) काा माान होोताा हैै अर्थाा�त f k
a

 
   

Ex.	यदि�  2x² + kx + 8 कोो (x + 2) सेे वि�भााजि�त कि�याा जााताा हैै तोो शेेषफल 
3k आताा हैै, तोो k काा माान ज्ञाात करें।

 x + 2 = 0 ⇒ x = – 2

	 R = 2(–2)² + (–2)k + 8 = 8 – 2k + 8 = 16 – 2k   

	 ⇒ 3k = 16 – 2k ⇒ 5k = 16 ⇒ k = 16
5

Ex.	जब 3x4 – 2x² +4x – 1 कोो 2x – 1 सेे वि�भााजि�त करतेे हंैं, तोो शेेषफल 
ज्ञाात कीीजि�ए।

 शेेषफल ज्ञाात करनेे केे लि�ए 2x – 1 रखनेे पर  = 2x – 1 = 0

	 ⇒ x = 1
2

	 शेेषफल = 
4 21 1 13 2 4 1

2 2 2
     − + −     
     

	 = 3 1– 2 –1
16 2

+  = 3 1 11
16 2 16

+ =
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बीीजगणि�त
Ex.	जब f(x) = 15x3 – 14x2 – 4x + 10 कोो (3x + 2) सेे वि�भााजि�त कि�याा 

जााताा हैै, तोो शेेषफल हैै:

 f(x) = 15x3 – 14x2 – 4x + 10
	 3x + 2 = 0 ⇒ 3x = – 2
	 R = 3x × 5x2 – 14x2 – 4x + 10
	 = –2 × 5x2 – 14x2 – 4x + 10
	 = –24x2 – 4x + 10 
	 = –3x × 8x – 4x + 10
	 = 16x – 4x + 10 = 12x + 10 
	 = 3x × 4 + 10 = –2 × 4 + 10 = 2

बीीजगणि�त मेंं अधि�कतम और न्यूूनतम माानोंं कीी अवधाारणाा
अवधाारणाा-01

अधि�कतम माान न्यूूनतम माान
वि�षम घाात (x) + ∞ – ∞

सम घाात (x2) + ∞ 0

Ex.	(i)

	

18 + ²x
अ�धकतम +� � �

� ूनतम 0�

	 (18 + x²) काा न्यूूनतम माान = 18 + 0 = 18

	 (18 + x²) काा अधि�कतम माान = 18 + ∞ = ∞
	 (ii)

	

18 + ³x
अ�धकतम +� � �

� ूनतम –� �

	  (18 + x³) काा न्यूूनतम माान = 18 – ∞ = – ∞

	  (18 + x³) काा अधि�कतम माान = 18 + ∞ = ∞
अवधाारणाा-02

	 द्वि�घाात समीीकरण मेंं ax² + bx + c = 0 

	• यदि� a > 0, तोो द्वि�घाात समीीकरण काा माान x = –b
2a

 पर न्यूूनतम होोगाा।  यह 

न्यूूनतम माान  द्वााराा 
24ac – b –D

4a 4a
=  दि�याा गयाा हैै लेेकि�न सबसेे बड़ाा माान 

नहींं�  हैै।

	• यदि� a < 0, तोो द्वि�घाात समीीकरण काा माान x = –b
2a

 पर अधि�कतम होोगाा।  

यह अधि�कतम माान द्वााराा 
24ac – b –D

4a 4a
=  दि�याा गयाा हैै लेेकि�न इसकाा कोोई 

न्यूूनतम माान नहींं�  हैै।
Ex.	f(x) = x2 – 4x + 3

 यहाँँ� , a > 0,
	 a = 1, b = –4, c = 3

	 न्यूूनतम माान  = 
24ac – b

4a
 ( )24 3 1 – –4

–1
4 1

× ×
= =

×

Ex.	f(x) = –2x2 + 8x + 1

 यहाँँ�  , a < 0,

	 a = –2, b = 8, c = 1

	 अधि�कतम माान  = 
24ac – b

4a
 = 

24 (–2) 1 – 8 9
4 (–2)

× ×
=

×

अवधाारणाा-03

	यदि � a, b +ve संंख्यााएँँ हंैं तोो,
	 AM ≥ GM

	 ⇒ a b
2
  ≥ ab , (a, b > 0) ⇒ (a + b) ≥ 2 ab

Ex.	यदि� x एक वाास्तवि�क संंख्याा हैै, तोो x² + 1
²x

= ? काा न्यूनूतम माान क्याा होोगाा? 

 माानाा, a = x², b = 1
²x

	 AM ≥ GM ⇒ 

1² 1² ²
2 ²

x
x x

x


   ⇒ 1²

²
x

x
 ≥ 2 

	 समाानताा तब होोतीी हैै जब, x² = 1
²x

 ⇒ x4 = 1

	चूँँ�कि�   x वाास्तवि�क हैै, x = 1 याा x = – 1

	 इन माानोंं� केे लि�ए, x² + 1
²x

 = (1)² + 
1

(1)²  = 2

	 x² + 1
²x

 = (–1)² + 
1

(1)²  = 2

	 यदि� a वाास्तवि�क संंख्याा हैै तोो , तोो  a² + 1
a²

 ≥ 2 → न्यूूनतम 

	 अधि�कतम माान  → ∞
अवधाारणाा-04

	 यदि� x + y = a, तोो x × y काा माान x = y पर अधि�कतम होोगाा, ‘याा’

n

a b c ......(n ) k

k
(abc)

n

� � �

� �
� �� � �
� �

यिद सं� ा

तो, अ�धकतम मान

Ex.	यदि� x + y = 100, xy काा अधि�कतम माान क्याा हैै ?

 x + y = 100
	 ⇒ x = y = 50
	 ∴ xy = 50 × 50 = 2500

अवधाारणाा - 05

	 यदि� abc = k, तोो a + b + c काा न्यूनूतम माान तभीी संंभव हैै जब a = b = c, ’याा’

	
n

abc ......(n ) k

(a b c .....)

n k

�

� � �

�

सं� ायिद

तो � ूनतम

Ex.	यदि� a, b, c +ve हंैं और abc = 125 हैै, तब a + b + c काा न्यूूनतम माान 
ज्ञाात कीीजि�ए।

 abc = 125
	 ⇒ a = b = c = 5
	 ∴ a + b + c = 5 + 5 + 5 = 15
Ex.	यदि� x, y और z धनाात्मक हंैं और x + y + z = 1 हैै, तोो 1 1

y zx


  काा 

न्यूूनतम माान ज्ञाात कीीजि�ए। 
 x + y + z = 1

	 ⇒ x = y = z = 1
3

	 ∴ न्यूूनतम माान = 
1 1

y zx


   = 
1 1 1
1 1 1
3 3 3

  	 = 3 + 3 + 3 = 9
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